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Chapitre 1

Introduction

Tant d’ouvrages traitent abondemment et rigoureusement des domaines les plus divers que couvrent
les mathématiques! L’objectif de ce livre n’est pas d’en ajouter un de plus au bas d’une longue liste,
mais d’adopter une approche différente.

Je 'ai voulu comme une introduction rapide et intuitive aux notions les plus diverses que l'on
rencontre dans ce monde merveilleux et fascinant. A ce titre, les démonstrations que vous rencontrerez
au fil de ces pages pourraient faire frémir plus d’un puriste : il s’agit ici, non pas de « prouver »
au sens strict du terme, mais de montrer comment les différents concepts s’agencent entre-eux. Il
s’agit avant tout de faire acquérir au lecteur une intuition mathématique que j’estime au moins aussi
indispensable a I'apprentissage que la rigueur logique. Car enfin, de quoi sert la rigueur a quelqu’'un
qui ne « voit » pas ol on veut en venir ?

Cet ouvrage est également concu pour qu’un débutant puisse le lire aussi agréablement qu’un
mathématicien confirmé. Il existe donc deux méthodes possibles pour parcourir cet ouvrage :

— Les premiers chapitres définissent les notions fondamentales. L’édifice s’éleve ensuite patiem-
ment vers des notions plus avancées. Le lecteur pourra donc entamer ce livre ot il le souhaite,
en fonction de ses connaissances. Qu’il n’hésite tout de méme pas a jeter un oeil sur les notions
qui lui semblent élémentaires : il sera parfois surpris par la complexité ou I'élégance de leur
construction.

— Afin de guider le lecteur qui voudrait accéder directement au domaine de son choix, une
liste des « dépendances » est placée au début de chaque chapitre. Il s’agit en fait d’une liste
d’autres chapitres, prérequis conseillés pour une compréhension optimale du chapitre choisi.
Ces prérequis ne sont bien entendu pas a prendre au pied de la lettre. Il est méme plutot
recommandé de commencer a lire, et de n’utiliser les dépendances que si la compréhension pose
probléme. N’oubliez pas non plus que ces dépendances sont récursives, a vous de reconstruire
I’arbre jusqu’a la racine si besoin est.

1.1 Portée des notations

Les notations sont valables jusqu’a leur redéfinition au sein d'un autre concept. Le plus souvent,
elles s’étendent sur une section, parfois pendant un chapitre entier. Certaines notations, les plus
importantes, sont valables tout au long de I'ouvrage.

1.2 Abstraction

La premiére étape de l'abstraction consiste a repérer les propriétés fondamentales communes a
plusieurs types différents d’objets mathématiques. Ensuite, on crée une nouvelle structure en im-
posant qu’elle vérifie ces propriétés. Tous les résultats qui s’en déduiront auront alors un champ
d’application plus large que dans les applications de départ.
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.3 Récurrence

Supposons que nous ayons a prouver que A, est vraie pour tout entier n € N tel que n > p. Si
nous prouvons que A, est vrai et que la véracité de A,, implique celle de A,,;1, la démonstration est
finie. En effet, on a alors :

Ay =>Api = Apra= ... = Ay

pour tout n > p arbitraire.



Chapitre 2

Notations

égalité entre deux objets

=+ différence
€ appartenance a un ensemble
¢ non appartenance a un ensemble
= équivalence
= la condition de gauche implique celle de droite
= la condition de droite implique celle de gauche
& les deux conditions s’impliquent mutuellement
: tel que
3 il existe
\ pour tout
C inclusion
C inclusion stricte
U union d’ensembles
N intersection d’ensembles
Pt ensemble des sous-ensembles
Partition ensemble des partitions
Tribu ensemble des tribus
Rel relation
< ordre large
< ordre strict
z comparaison entre ensembles
major ensemble des majorants
minor ensemble des minorants
max maximum
min minimum
sup supremum
inf infimum
arg argument
Oist distance
adh adhérence
int intérieur
0 frontiére
B boule
F fonction
B ensemble de Boole
N ensemble des naturels
7 ensemble des entiers
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Q | ensemble des rationnels
R ensemble des réels
C | ensemble des complexes
K corps quelconque

CHAPITRE 2. NOTATIONS



Premiére partie

Ensembles

11






Chapitre 3

Ensembles

Dépendances

Vous étes a la racine.

3.1 Définition explicite

Les ensembles sont des regroupements d’objets appelés éléments.
Il existe deux méthodes permettant de définir un ensemble. Lorsqu’il n’existe qu’un nombre fini
d’éléments distincts, on peut les énumérer :

A=Aa,b,c,...2}
On dit alors que x appartient & A, et on le note :

e A

si x fait partie de la liste a, b, c, ..., z. Dans le cas contraire, x n’appartient pas a A, ce que 'on
note par :

ré¢ A

3.2 Définition implicite

On peut aussi définir un ensemble en demandant que ses éléments respectent certaines conditions.
On dit alors que = € A si x vérifie toutes les conditions nécessaires pour appartenir & I’ensemble A
ou que r ¢ A si au moins une des conditions n’est pas remplie. Le schéma de ce type de définition
s’écrit :

A = {x : une ou plusieurs conditions sur x}

Dans ce cas, le nombre d’éléments de ’ensemble peut étre fini ou infini.

3.2.1 Variante

On ajoute souvent une condition sur les éléments de I’ensemble :

A= {x €Q: conditions sur z}

Dans ce cas, tout candidat = doit en plus appartenir & I’ensemble €2 §’il veut appartenir & I’ensemble
A. Cette définition est donc équivalente & :

13



14 CHAPITRE 3. ENSEMBLES

A ={z:2 €, conditions sur =}

3.3 Notations

Le symbole 3 signifie « il existe » et le symbole V signifie « pour tout »

3.4 Ensemble vide

L’ensemble vide ) = {} est un cas particulier ne contenant aucun élément :

x ¢l

quelle que soit la nature de z.

3.5 Naturels

L’ensemble des nombres naturels se construit a partir d’un élément « racine » 0, auquel on ajoute
indéfiniment des successeurs. Le successeur de 0 est noté 0 ou 1. On dit aussi que 0 est le prédécesseur
de 1 et on le note 1~ = 0. Arrivé a ’élément i, on ajoute le successeur de 7, noté :

j=it

On dit aussi que ¢ est le prédécesseur de j et on le note :

1=
On a donc :
it =5 =1
et :
=it =

L’ensemble des objets ainsi crée est appelé 'ensemble des nombres naturels et noté N. En 'ex-
primant au moyen des symboles usuels, on a dans 1’ordre de succession :

N ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, ...}

3.5.1 Notation

On note aussi :

i+1=3"
et :

1—1=1"

3.5.2 Element racine

L’élément 0 est le seul naturel a de pas posséder de prédécesseur. On 'appelle pour cette raison
I’élément racine de N.
On dit aussi qu’un élément n est nul pour signifier que n = 0.



3.6. INCLUSION

3.5.3 Ensemble discret ou dénombrable

Tout ensemble de la forme :

A:{ak:kEN}

est dit discret ou dénombrable.

3.6 Inclusion

On dit que A est inclus dans B et on note :

ACB

si tous les éléments de A appartiennent aussi & B :
re€A = zveB
On dit alors que A est un sous-ensemble, ou une partie de B.
3.6.1 Stricte

Il y a inclusion stricte :

ACB

lorsque A C B et que les deux ensembles ne sont pas égaux, ce que ’on note par :

A+B

3.7 Egalité

Deux ensembles A et B sont dit égaux et on le note :

A=B

si tout élément de A appartient aussi a B et si tout élément de B appartient aussi a A :

rcA & xeB

ce qui revient & dire que 'on a inclusion mutuelle de A et B :

A=B & ACBetBCA

3.7.1 Remarque

Dans le cadre des ensembles, on ne se soucie pas de l'ordre :

{a,b} ={b,a}

ni du nombre d’apparitions d’un élément :

{a,a,b} = {a,b}

15



16 CHAPITRE 3. ENSEMBLES

3.8 Union

L’union de deux ensembles A U B est I’ensemble contenant les éléments de A et les éléments
de B. Un élément quelconque de A U B peut donc appartenir & A, & B ou aux deux ensembles
simultanément :

AUB={z:x € Aou/et x € B}

3.8.1 Jargon

Le « ou » mathématique est non exclusif. La proposition a ou b signifie que soit a, soit b, soit (a
et b) est vérifié.
3.9 Intersection

L’intersection A N B est ’ensemble des éléments qui appartiennent a la fois & A et a B :

ANB={zx:x € Aetz € B}

3.9.1 Nomenclature

Lorsque 'intersection de deux ensembles est vide, on dit qu’ils sont disjoints.

3.10 Association
Soit les ensembles A, B, C'. On définit :

AUBUC =AU (BUC)

Comme les éléments de AUBUC sont les éléments qui appartiennent & au moins un des ensembles
A, B,C, on voit que :

AUBUC =(AUB)UC

On en conclut que :

AUBUC=AU(BUC)=(AUB)UC

On définit aussi :

ANBNC=AN(BNC)

Comme les éléments de AN BN C sont les éléments qui appartiennent simultanément & A, B, C,
on voit que :

ANBNC=(AnB)NnC

On en conclut que :

ANBNC=AN(BNC)=(ANB)NC
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3.11 Commutation
On a clairement :

AUB=BUA
ANB=BNA

3.12 Distribution

Soit les ensembles A, B, C. Lorsque x appartient a la fois a A et & au moins un des deux ensembles
B et C, on sait que = appartient a A et B ou qu’il appartient & A et C, et inversément. On a donc :

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

On dit que l'intersection se distribue sur I'union. On a également la relation :

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

On dit que 'union se distribue sur 'intersection.

3.13 Différence

La différence A\ B est 'ensemble des éléments qui appartiennent & A mais pas a B :

A\B={z:xz€ Aetx ¢ B}

3.14 Décomposition

Soit les ensembles A, B. Les éléments de A sont de deux types :
— ceux qui appartiennent également a B

— ceux qui n’appartiennent pas a B

On en conclut que :

A=(ANB)U(A\ B)

On voit que les deux sous-ensembles de A sont disjoints :

(ANB)N(A\B)=10

3.14.1 Union

Les éléments de AU B sont de deux types :
— ceux qui appartiennent seulement & A
— ceux qui appartiennent a B

On en conclut que :

AUB=(A\B)UB
On voit que les deux sous-ensembles de A U B sont disjoints :

(A\B)NB=10
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3.15 Complémentaire
Si A CQ, ondit que C' = Q\ A est le complémentaire de A dans €2, ou simplement que C est le

complémentaire de A lorsque I’ensemble €2 est évident d’apreés le contexte.

3.15.1 Complémentaire du complémentaire

Soit A C €. Un élément de Q qui n’appartient pas a {2\ A appartient & A, et réciproquement.
On a donc :

Q\(2\ A4)=A

3.15.2 Réciprocité

Soit A C ) et son complémentaire :
B=QO\A
En prenant le complémentaire de cette équation, on obtient :
Q\B=Q\(Q2\4) =4
Soit a présent B C () et son complémentaire :
A=Q\B
En prenant le complémentaire de cette équation, on obtient :
Q\A=0Q\(2\B)=B1B

On en conclut I'équivalence :

A=Q\B & B=Q\ A

3.15.3 Complémentaire d’une union

Soit un ensemble ) et les sous-ensembles A, B C (). Un élément de €2 qui n’appartient pas a
AU B n’appartient ni & A ni a B. Il appartient donc a 2\ A et & Q\ B. Inversément, un élément
qui appartient a Q\ A et & Q\ B n’appartient ni & A ni & B. On a donc :

Q\ (AUB) = (Q\ 4)N(2\ B)

Le complémentaire d’une union est I'intersection des complémentaires.

3.15.4 Complémentaire d’une intersection

Soit A, B € (). Posons :

C=Q\ACQ
D=Q\BCQ

L’expression du complémentaire de A U B devient :

Q\ [(@\C)U@\D)] =CNnD

En prenant le complémentaire des deux membres par rapport a €2, on obtient :



3.15. COMPLEMENTAIRE

QANC)U(@Q\ D)=\ (CnD)

Le complémentaire d'une intersection est I'union des complémentaires.

19
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Chapitre 4

Collections

Dépendances

— Chapitre 3 : Les ensembles

4.1 Deéfinition

Une collection est un ensemble d’ensembles, c’est-a-dire un ensemble dont les éléments sont éga-
lement des ensembles.

4.2 L’ensemble des sous-ensembles

Une collection particuliérement importante est 1’ensemble des sous-ensembles d’un ensemble
donné A. On le note :

P(A) = {55 C A}

Remarque : la notation P est une notation globale, vous la retrouver dans d’autres chapitres.

4.3 Union

Soit un ensemble 2 et une collection d’ensembles C C PB(£2). On définit 'union des ensembles-
éléments de C par :

UC:{aEQ: il existe A € C tel que a € A}

Il s’agit donc de I’ensemble dont chaque élément appartient & au moins un des ensembles-éléments
de C.

4.4 Intersection

Soit un ensemble €2 et une collection d’ensembles C C PB(2). On définit I'intersection des ensembles-
éléments de C par :

mC:{aeQ:aeApourtoutAeC}

Il s’agit donc de I'ensemble dont chaque élément appartient a tous les ensembles-éléments de C.

21



22 CHAPITRE 4. COLLECTIONS
4.5 Collection paramétrée

Soit un ensemble X et la collection :

C={A(z) e P :z € X}

On appelle ce type de collection une collection paramétrée. L’ensemble X est appelé ensemble de
parametres.

4.5.1 Union

L’union de tous ces ensembles est I’ensemble dont les éléments appartiennent & au moins un des
A(x), pour un certain x € X :

UA(w):{aEQ: il existe x € X tel que a € A}
zeX

L’intersection est ’ensemble des éléments appartenant a tous les A(z), pour tout les z € X :

ﬂA(x):{aEQ:aEA(x) pour tout z € X'}

zeX

4.6 Collections discrétes

Soit Aj, Ay, As, ... une collection finie ou infinie d’ensembles. L’union de tous ces ensembles se
note :

UAi = A UAy U AU ..
i
L’ensemble des éléments qui sont communs a tous ces ensembles se note :

ﬂ&:mm&mmmm

Finie
Dans le cas ou la collection est finie, par exemple A;, A,, ..., A,,, on note simplement :
n
JAai=4u4,0..u4,
i=1

ainsi que :

ﬂm:&m@nxmn

i=1

Infinie

Dans le cas ot la collection est infinie, on note simplement :

+oo
U&:mu@um
=1

ainsi que :



4.7. DISTRIBUTIVITE

400
ﬂAi:AlmAgm...

=1

4.7 Distributivité

On a:

An | B(@) =] [AnB(z)]

rzeX reX
et :

AU (B(z) = () [AUB(x)]

zeX reX

Les collections discrétes en sont un cas particulier :

AmUB U [AN B]

AuﬂBi:m[AuBi]

4.8 Complémentaire

Soit une collection {A(z) : x € X} CP(N2) de sous-ensembles de Q2. On a :

o\ | Aw) = N [2\ 4@)

zeX rzeX
et :

0\ ) A@) = [ [2\ Aw)]

rzeX zeX

Les collections discrétes en sont un cas particulier :

Q\UA ﬂQ\A]

Q\ﬂA UQ\A]

23



24

CHAPITRE 4. COLLECTIONS



Chapitre 5

Partitions

Dépendances

— Chapitre 4 : Les collections

5.1 Définition

Une partition, ou découpage, d’un ensemble A est une collection de sous-ensembles de A :

P={P(x)eP(A):ze X}

vérifiant certaines propriétés : les ensembles de P doivent permettre de reconstituer A par leur
union :

A= P

zeX

et ne doivent pas se chevaucher. Leur intersection est donc vide dés que z,y € X vérifient x £ y :

Pz)NP(y) =10

On note Partition(A) 'ensemble des collections formant une partition de A.

5.2 Discrétes

Pour qu’une collection {A;, As, ...} de sous-ensembles de A forme une partition de A, il faut que :

A:U&

et que :

pour tout ¢ # j.
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Chapitre 6

Produit cartésien

Dépendances

— Chapitre 3 : Les ensembles

6.1 Deéfinition

Le produit cartésien x de deux ensembles A et B permet de construire des ensembles contenant
des couples d’éléments (z,y) :

AxB={(z,y):x €A et yec B}

Les éléments x et y sont appelée composantes du couple (z,y).

6.2 Tuple

On généralise aux tuples (z1, xg, ..., x,) formés d’éléments des ensembles A;, Ao, ..., A, par :

Al X AQ X ... X An = {(IL’l,ZEQ, ,ZL‘n) X € Al,l'g c AQ, vy Ty € An}

Les éléments x4, z3, ..., T, sont appelés composantes du tuple (z1, z, ..., ,,)

6.3 Egalité
On dit que les deux tuples :

T = (21,%2, ..., T,) € A} X Ay X ... X A,

et :

y= (yl,yz,-..,yn) €A x Ay x ... x A,

sont égaux et on le note :

('r17x27 ...7In) = (y17y27 "'7yn)

ou plus simplement :

r=Yy

si et seulement si toutes leurs composantes sont identiques :

27



28 CHAPITRE 6. PRODUIT CARTESIEN

Li = Yi
pour tout i € {1,2,...,n}.
6.3.1 Remarque
Dans le cadre des tuples, 'ordre compte :
(a,0) # (b,a)

ainsi que le nombre d’apparitions d’un élément :

(a,a,b) # (a,b)

6.4 Puissance

On note A" I'ensemble des tuples composés de n éléments de A :

A" = {(21, 29, ..., Tp) 1 1, T2, ., Ty € A}

Un exemple courant :

AP =Ax A



Chapitre 7

Relations

Dépendances

— Chapitre 3 : Les ensembles
— Chapitre 6 : Produit cartésien

7.1 Définition

Une relation R est un ensemble de couples (z,y) € A x B reliant des éléments de A a des élements
de B. On note Rel(A, B) ’ensemble des relations sur A, B :

Rel(A,B) = {R: R C A x B}

On dit que x € A est en relation R avec y € B si (z,y) € R. On le note aussi :

xRy

7.2 Relation inverse

A toute relation R, on associe une relation inverse R~! en intervertissant x et y :

R'={(y,z) € Bx A:(z,y) € R}

7.3 Relation identité

La relation identité Id C X x X est définie par :

Id ={(z,2):z € X}

Elle vérifie la propriété :

Id!'=1d

7.3.1 Egalité

Siz =y, ona (z,y) € Id et inversément. L.’égalité correspond donc & la relation identité.

29



30 CHAPITRE 7. RELATIONS
7.4 Image
L’image de z € A par R est ’ensemble des éléments de B en relation avec x :

R(z) ={y € B: (z,y) € R}

On généralise la notion d’image aux sous-ensembles X C A :

R(X)={yeB:z€ X, (z,y) € R}

7.5 Image inverse

L’image inverse de y € B est ’ensemble des éléments de A en relation avec y :

R'(y)={zr € A: (v,y) € R}

On généralise la notion d’image inverse aux sous-ensembles Y C B :

RI'Y)={z€A:ycY, (z,y) € R}

7.6 Image

Lorsqu’on ne précise pas ’ensemble, I'image de R est simplement I'image de A :

imR = R(A)

7.7 Domaine

Le domaine de R est un cas particulier d’image inverse :

domR=R'(B)={reA:yeB, (z,y) € R}

7.8 Composée

A partir d’'une relation R reliant A & B et d’une relation S reliant B & C', on peut construire une
relation composée So R (lire S aprés R) reliant A a C'. Pour que le couple (z, z) appartienne a So R,
on doit pouvoir trouver un élément intermédiaire y € B tel que (z,y) € R et (y,2) € S. Ce y doit
donc appartenir simultanément a R(z) et & S~!(z). On a par conséquent :

SoR={(z,2) € Ax C:R(x)N S (2) # 0}

ou encore :

SoR={(z,2) e AxC:3yeB:(x,y) €R, (y,2) €S}

7.9 Puissance

Soit une relation R € Rel(A, A). On définit la puissance par :

R = 1d
Rn — RO Rn—l
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On a donc en particulier R' = R et :

R*"=Ro..

oR
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Chapitre 8

Fonctions

Dépendances

— Chapitre 3 : Les ensembles
— Chapitre 7 : Les relations

8.1 Définitions

Une fonction f de A vers B associe a chaque x € A un unique élément f(z) € B. On note F(A, B)
I’ensemble des fonctions f de A vers B. On utilise aussi la notation :

f:A—B
pour préciser que f € F(A, B) et :

frxe flz)

pour préciser que f associe z € A 4 f(x) € B. On dit que f(z) est la valeur de f en x.

Remarque

La notation f : A — B signifie que :

— f(x) est défini pour tout z € A

— f(z)e B

Par conséquent, si C' C A et si B C D, la condition f : A — B implique f: C — D.

Synonymes

On parle indifféremment de fonction ou d’application.

8.2 Fonctions discrétes

Dans le cas particulier ou f € F({1,2,..., N}, B), on peut associer a f un nombre (fi, fo, ..., fn) €
BN par :

fi= ()
pour tout i € {1,2,..., N}. Inversément, a tout (fi, fo,..., fx) € BY, on associe une fonction
f:{1,2,..., N} — B par:

f(@) = fi
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On voit donc 'équivalence :
F({1,2,..,N},B) = BY
Notation

Dans le cas de fonctions quelconques, on pose par analogie :

B* =T(A,B)

8.3 Relation associée

On peut associer a toute fonction f : A — B une relation R € Rel(A, B) définie par :

R={(x,f(x): x € A}

On a clairement :

R(z) = {f(z)}

8.4 Relation inverse

Soit f : A — B associée a la relation R € Rel(A, B). La relation inverse R~' € Rel(B, A) est
définie par :

R'={(f(z),r) € Bx A:x¢€ A}

8.5 Fonction identité

La fonction identité Id : A — A est définie par :

Id:z—1d(z) ==

8.5.1 Relation

La relation associée a la fonction identité s’écrit :

{(z,1d(z)) € A? 2 € A} = {(z,7) € A? . x € A}

La fonction identité est donc associée i la relation identité.

8.6 Image d’un ensemble

Soit f : A — B. L’image d’un sous-ensemble X C A par f est I’ensemble des valeurs que prend
f en tous les éléments de X :

f(X) ={f(x): z e X}
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8.7 Image d’une fonction

Soit f: A B. L'image de f est ’ensemble des valeurs que prend f en tous les éléments de A :

im f = f(A) = {f(2) : 2 € A}

8.8 Image inverse
Soit f : A~ B. Pour tout y € B, I'image inverse est I’ensemble défini par :

) ={ezed: fx)=y}

L’image inverse d'un ensemble Y C B est définie par :

JY)={z€A: f(z) €Y}

8.9 Domaine

Soit un ensemble A C 2 et une fonction f : A +— B. Le domaine de f est ’ensemble des éléments
de x € Q2 tels que f(z) € B existe. Autrement dit :

domf=A

8.10 Composée

Soit les fonctions f: A+~ Betg: B+~ C.

Supposons que les grandeurs z € A, y € B et z € C soient reliées par les égalités y = f(z) et
z = ¢g(y). On a a alors z = ¢g(f(x)). On définit une nouvelle fonction go f : A +— C associée a ce
résultat par :

gof:xr(go f)(x)=yg(f(x))

On nomme g o f la composée de f et g. On note aussi :
go f(x) =(gof)(x)

8.10.1 Association

Soit aussi h : C' — D. On remarque que :

(ho(gof))(x)=h(g(f(z) = ((hog)of)(z)

On note :
hogof=(ho(gof))=I((hog)of)
8.10.2 Neutre
On constate que

Idof=fold=f

On dit que la fonction identité est neutre pour la composition.
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8.11 Puissance

Soit une fonction f : A — A. La « puissance » d’une fonction est définie au moyen de la composée
o par :

o = 1Id
fro= foft

pour tout n € N. On a donc en particulier f! = f et :

fr=fo.of

8.12 Fonction constante

On associe souvent & tout élément ¢ € B une fonction constante ¢ : A — B définie par :

pour tout x € A. On note abusivement :

8.13 Egalité

Deux fonctions f,g: A — B sont égales si et seulement si leurs valeurs sont égales en tout point
reA:

f=9 & [fx)=g)



Chapitre 9

Opérations

Dépendances

— Chapitre 8 : Les fonctions

9.1 Introduction

Soit un ensemble €. Une opération % sur €2, ou loi de composition interne sur €2, est une fonction
qui, a deux éléments de €, associe un troisiéme élément de 2 appelé résultat. On a donc formellement :

*¥:O0xQ—=Q

Si z € Q est le résultat de 'opération % sur z,y € €2, on le note :

z=x %Y

9.2 Neutre

9.2.1 A gauche

On dit qu’'un élément n € €) est neutre & gauche pour la loi % si :
n¥r=ux
pour tout x € €.
9.2.2 A droite
On dit qu’'un élément n € €) est neutre a droite pour la loi * si :
rT¥n=ux
pour tout x € €.
9.2.3 Simultané

On dit qu’'un élément n € €) est neutre pour la loi % si :

pour tout x € €.
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9.2.4 Unicité

Sim,n €  sont des éléments neutres pour %, on a :
m=m%n=n

Si un neutre existe, il est unique.

9.3 Inverse

Supposons que n € €2 soit 'unique neutre pour la loi .
9.3.1 A gauche
On dit qu'un élément y € Q) est un inverse a gauche de x € Q) pour la loi * si :
yxxr=n
9.3.2 A droite
On dit qu’un élément y € 2 est un inverse a droite de x € ) pour la loi * si :
T¥xYy=n
9.3.3 Simultané
On dit qu'un élément z¥ € Q est I'inverse de x €  pour la loi x si :

rxat=atxx=n

9.4 Associativité

On dit que x est associative si :

(xxy)*xz=1x%(y*=2)

pour tout x,y, z € ). On définit alors :
rxyxz=x%(yxz)=(rxy) %z

9.4.1 Extension

Soit x1, xa, ..., x, € 2. On définit
9.4.2 Unicité de 'inverse
On suppose que % admet n comme neutre. Soit x € 2 et y, z € () deux inverses de z. On a :

yxrxz=yx(xxz2)=yxn=y

et :

yxrxz=(yxz)%kz=nxz=2z
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On a donc :

y==2

Dans le cadre d’'une opération associative, 'inverse d’un élément donné est unique.

9.5 Commutativité
On dit que % est commutative si :
TXY=Yy*Xxw

pour tout x,y € Q.

9.6 Distributivité

Soit H, ® deux lois de composition interne sur 2. On dit que ® se distribue sur H si :

:®(@Hy)=(z@2)B(oy)
et :

(zHy)®z=(z®2)H(y®2)

pour tout x,y, z € €.

9.7 Opération induite

Soit une opération % définie sur I’ensemble (). L’opération induite par % sur 2" est définie par :

(.1'1,1’2, 7xn) * <y17y27 ayn) = (xl K Y1, T2 X Y2, ..., T X yn)

pour tout :

(l’l,l’g, "'71;71)7 (ylay27 7yn) e

On note aussi :

Z=x %Yy
pour :
x = (21,29, ....,x,) € Q"
Y= (3/17927 7yn) € ar
et :
2= (21,29, ..., 2n) € Q"
avec :

Zp =Xy XY

pour tout i € {1,2,...,n}.
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Chapitre 10

Algebre

Dépendances

— Chapitre 9 : Les opérations

10.1 Monoide

Soit un ensemble M sur lequel est défini une opération . On dit que le couple (M, %) est un
monoide si % est associative.

10.1.1 Nomenclature

Lorsque l'opération x est évidente d’apres le contexte, on dit simplement que M est un monoide.

10.2 Groupes

Soit un ensemble G sur lequel est défini une opération %. On dit que le couple (G, ) est un
groupe si :

— % est associative

— Il existe un neutre pour
— Chaque élément de GG posséde un inverse pour %

10.2.1 Nomenclature

Lorsque 'opération x* est évidente d’aprés le contexte, on dit simplement que G est un groupe.

10.2.2 Commutatif

Si % est également commutative, on dit que (G, %) est un groupe abélien ou commutatif.

10.3 Monoide et groupe

Soit un monoide (G, %) tel qu’il existe un neutre a droite n € G pour % et que chaque élément
r € G admet un inverse a droite z¥ pour x :

QT%ZEi:TL

Soit :
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y=atxux

En utilisant 1'associativité de %, on se rend compte que :
y=atsxnxr=atxrxstxr=yxy
En utilisant ce résultat, on obtient :
y=yxn=yxyxy =yxy =n

Donc :

txxr=n
et 2t est un inverse de 2. On a aussi :

nxXr=rXrixr=rxn=ux

L’élément n est donc I'unique neutre de G et tout élément = € G admet un inverse. On en conclut
que le couple (G, %) est un groupe.

10.4 Anneaux

Soit un ensemble A sur lequel sont définies les opérations H, appelée addition, et 'opération ®,
appelée multiplication. On dit que le tuple (A, H, ®) est un anneau si :

— L’addition est commutative et associative

— 1l existe un neutre pour ’addition

— Chaque élément de A posséde un inverse pour 'addition appelé opposé

— La multiplication est associative

— La multiplication se distribue sur I'addition

10.4.1 Nomenclature

Lorsque les opérations sont évidentes d’aprés le contexte, on dit simplement que A est un anneau.

10.4.2 Unitaire

Si la multiplication admet également un neutre, on parle d’anneau unitaire.

10.4.3 Notations

Soit un anneau A. L’addition de z,y € A est généralement notée :

r+y

La multiplication est généralement notée :

On désigne généralement par 0 le neutre pour 'addition :

r+0=0+z=2x

Si 'anneau A est unitaire, on désigne généralement par 1 le neutre pour la multiplication :
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L’inverse de x pour l'addition, aussi nommé opposé, est noté —z :

10.4.4 Intégre

Soit un anneau (A, +,-). Si la relation :

implique :

a=0 ou b=0

on dit que (A, +,-) est un anneau intégre.

10.5 Corps

Soit un ensemble K sur lequel sont définies les opérations H, appelée addition, et 'opération ®,
appelée multiplication. On dit que le tuple (K, H, ®) est un corps si :

— L’addition est commutative et associative

— Il existe un neutre pour ’addition

— Chaque élément de K posseéde un inverse pour 'addition appelé opposé

— La multiplication est associative

— Il existe un neutre pour la multiplication

— Chaque élément de K, a I'exception du neutre pour l’addition, posséde un inverse pour la

multiplication appelé inverse
— La multiplication se distribue sur I'addition

10.5.1 Nomenclature

Lorsque les opérations sont évidentes d’apres le contexte, on dit simplement que K est un corps.

10.5.2 Symbole

On utilise souvent le symbole K pour désigner un corps générique.

10.5.3 Commutatif

Si la multiplication est également commutative, on parle de corps commutatif.

10.5.4 Notations

Soit un corps K. L’addition de z,y € K est notée :

r+y

La multiplication est notée :

On désigne généralement par 0 le neutre pour 'addition :

r+0=0+z=2
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et par 1 le neutre pour la multiplication :

r-1l=1-z=x

L’inverse de x pour 'addition, aussi nommé opposé, est noté —x :

r+(—z)=(—z)+x=0

et inverse de x pour la multiplication est noté =1 ou 1/z :

r-x T =x  -x=1

10.6 Soustraction et division

Lorsque I'addition est définie et que b posséde un opposé —b, on définit généralement I'opération
de soustraction par :

a—b=a+(-b)
Lorsque la multiplication est définie et que b dispose d’un inverse b—!, on définit généralement
I'opération de division par :
a -1
Z—a-b
b

On note aussi :

a/b:%

10.7 Les puissances
On définit généralement les puissances positives par :

2 =1

Jfk — Qf'l'k_l

pour tout k£ € N. Si 'inverse de x existe, on définit généralement les puissances négatives par :
l‘_k — ( Jf_l)k

pour tout k € N.

10.8 Somme d’ensembles

Soit ’ensemble €2 sur lequel est définie une opération d’addition. On définit la somme de deux
sous-ensembles A, B C () par :

A+B={z+y:(z,y) € Ax B}

Somme directe

Si, pour tout s € S, il existe un et un seul couple (x,y) € A x B tel que s = z + y, on dit que S
est la somme directe de A et B et on le note :

S:A@B
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10.9 Multiplication mixte

Soit I’ensemble €2 sur lequel est définie une opération de multiplication. On définit la multiplication
de A€ Qetde ACQQ par:

ANA={\-z:2€ A}
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Deuxiéme partie

Relations
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Chapitre 11

Equivalences

Dépendances

— Chapitre 7 : Les relations

11.1 Définition

Une équivalence = sur un ensemble A est une relation permettant de regrouper les éléments ayant
une caractéristique similaire. Choisissons z,y, z € A. Tout élément = étant égal a lui-méme, il doit
bien entendu étre équivalent & lui-méme. Notre équivalence doit donc respecter la propriété :

r=

Par ailleurs, si z est équivalent a y, 'inverse doit aussi étre vrai :

r=y = Y=z

Il est également clair que si x est équivalent y et que y est équivalent & z, notre z doit étre
équivalent a z. Donc :

Relation

On peut associer une relation R a toute équivalence en posant :
R={(a,y) € Az =y}

On a alors x = y si et seulement si (z,y) € R.

Multiple

La notation x = y = z signifie que x = y et que y = 2.

11.2 Classe d’équivalence

Soit x € A. La classe d’équivalence associée & x est I'ensemble des éléments de A qui lui sont
équivalents :

Ex)y={yeA:y=x}
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11.3 Ensemble quotient

Soit la relation R C A? associée a 'équivalence = définie sur A. L’ensemble quotient de A par R
est la collection des classes d’équivalence :

A/R ={&(x) € P(A) : x € A}

11.3.1 Intersection
Soit z,y € A.
— Supposons que x n’est pas équivalent a y et choisissons un z dans l'intersection :
ze&(x)NE&(y)
On doit donc avoir x = z et z = y, alors que = n’est pas équivalent a y, ce qui contredit la
définition des équivalences. Par conséquent, un tel z ne peut pas exister et 'intersection est
vide :
E(x)NE(y) =10

— A présent, supposons que z est équivalent a y et choisissons un z € £(x). On a donc z = z et
z =y. On en déduit que z =y, d'ou z € E(y) et E(x) C E(y). Symétriquement, si w € E(y),
onaw=yety=x, donwe&(r)et E(y) C E(x). On a donc :

11.3.2 Union
Quel que soit z € A, tous les éléments de £(x) sont dans A par définition. L’'union :

E = UE(:I:)

z€EA

est donc également inclue dans A. D’un autre coté, tout x € A étant équivalent a lui-méme,
chaque &(x) contient au moins x. On en conclut que A est inclus dans E. La double inclusion nous
montre que :

A= &)

z€A

11.3.3 Partition
On déduit de ce qui précede que la collection des classes d’équivalences :

P = A/R

forme une partition de A. Cette constation explique la terminologie de quotient, liée & celle de
division et de partition.



Chapitre 12

Ordres

Dépendances

— Chapitre 7 : Les relations

12.1 Ordre large

Un ordre, ou ordre large, est une relation permettant de déterminer si un élément d’'un ensemble
est « plus petit ou égal » qu'un autre (on dit aussi « inférieur » a un autre).

Soit < un ordre sur I’ensemble 2. Choisissons x,y, z € (). Comme tout élément = est égal & lui-
méme, il est forcément « plus petit ou égal » & lui-méme, et notre ordre doit respecter la propriété :

r<x

Par ailleurs, si x est plus petit ou égal a y et que I'inverse est vrai aussi, on doit avoir I'égalité
entre les deux éléments :

Ty, ysr = r=Y

Il est également clair que si x est plus petit que y et que si y est plus petit que z, x doit étre plus
petit que z. Donc :

r<y y<z = w2z

12.1.1 Multiple

La notation x < y < z signifie que x < y et que y < z.

12.2 Plus grand ou égal

Soit x,y € €2. On dit que x est « plus grand ou égal », ou « supérieur » a y, et on le note :

si et seulement si :
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12.3 Relation associée
On peut associer une relation R & tout ordre en posant :

R={(z,y) € P :2 <y}

On a alors x < y si et seulement si (z,y) € R.

12.4 Ordonné

Soit un ensemble €2 muni d’un ordre <. On dit alors que {2 est un ensemble ordonné ou que le
couple (€2, <) est un espace ordonné.

12.5 Ordre total et partiel

Un ordre < sur €2 est dit total si pour tout x,y € €2, on a x <y ou y < z. Dans le cas contraire,
on dit que 'ordre est partiel.

12.6 Ordre sur un produit cartésien

Soit la collection d’ensembles ordonnés Aq, As, ..., A, et les éléments x;,y; € A;. On définit un
ordre partiel sur les n-tuples :

r = (21,22, ..., Tp)
Y= (Y1, Y2, -, Yn)

en disant que :

si et seulement si :

pour tout ¢ € {1,2,...,n}.



Chapitre 13

Ordre strict

Dépendances

— Chapitre 12 : Les ordres

13.1 Définition

Un ordre strict sur un ensemble {2 est une relation permettant de déterminer si un élément de 2
est « strictement plus petit » qu’un autre. La différence fondamentale avec 'ordre large étant que
les deux éléments doivent étre distincts.

Soit < un ordre strict sur 'ensemble €2 et z,y,z € ). Comme x ne peut pas étre distinct de
lui-méme, on ne peut pas avoir x < z. La relation x < y implique donc que x # .

La seule solution pour avoir simultanément z < y et y < x serait que x = y comme dans le cas
de l'ordre large. Ce n’est pas possible par définition. Les relations x < y et z < z impliquent donc
que y # z. Par contre la propriété :

r <y, yYy<z = z<z2z

est analogue a celle de I'ordre large.

13.1.1 Multiple

La notation x < y < z signifie que x < y et quey < =z.

13.2 Plus grand

Soit x,y € €. On dit que x est strictement plus grand que y, et on le note :

T >y

si et seulement si :

13.3 Dérivé du large

On peut définir un ordre strict a partir d'un ordre large en disant que x < y si et seulement si
r<yetx#y.
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13.4 Complémentarité

Supposons que l'ordre < soit total. Si x,y ne vérifient pas < y, on doit forcément avoir y < x.
Si on avait x = y, on aurait aussi z < y ce qui contredit I’hypothése. Par conséquent, on doit avoir
x # y. On en déduit que y < =x.

Réciproquement, si la condition y < x n’est pas vérifiée, on a soit x = y, soit x < y. Mais comme
x <y inclut la possibilité que x = y, on a simplement = < y.

On a donc soit x < y, soit x > y. Ou encore, soit x < y, soit x = y, soit x > .



Chapitre 14

Extrema

Dépendances

— Chapitre 7 : Les relations
— Chapitre 12 : Les ordres

14.1 Comparaison élément - ensemble

Soit < un ordre sur I'ensemble 2 et A C €. Nous dirons qu’'un objet m € €2 est inférieur a
I’ensemble A, ou que m est un minorant de A, et nous le noterons :

m<A

si m < a pour tout élément a € A. Inversément, nous dirons que m est supérieur & A, ou que m
est un majorant de A, et nous le noterons :

m> A

si m > a pour tout élément a € A :

14.2 Comparaison ensemble - ensemble

14.2.1 En-dessous

Soit < un ordre sur I’ensemble 2 et A, B C €. Nous dirons que A est en-dessous de ’ensemble
B, et nous le noterons :

AZB

si tout élément a € A vérifie a < B. Cela revient a imposer I'inégalité :

a<b

pour tout couple (a,b) € A x B.
14.2.2 Au-dessus
On dit que A est au-dessus de I’ensemble B, et on le note :
ASB
si et seulement si :
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Cela revient a imposer 'inégalité :

pour tout couple (a,b) € A x B.

14.2.3 Remarque

Attention, ces comparaisons ne constituent pas un ordre. En particulier, un ensemble quelconque
n’est en général ni au-dessus ni en-dessous de lui-méme.

14.3 Majorants et minorants

Soit < un ordre sur l’ensemble de référence 2 et A C Q. L’ensemble des majorants de A est
I’ensemble des éléments de (2 supérieurs a A :

major A ={m e Q:m> A}

Si major A # (), on dit que A est majoré ou encore que A est borné supérieurement. L’ensemble
des minorants de A est ’ensemble des éléments de €2 inférieurs a A :

minor A = {m € Q:m < A}

Si minor A # (3, on dit que A est minoré ou encore que A est borné inférieurement.

14.3.1 Préciser 'ordre

Lorsqu’on veut préciser 'ordre < utilisé, on note :

major A ={me€ Q:m > A}
<
migorA:{mEQ:mSA}

14.3.2 Comparaisons d’ensembles

On se rend compte que si B C () vérifie B> A, tous les éléments de B sont dans I’ensemble des
majorants :

B>A = B CmajorA

Inversément, si B est en-dessous de A, tous ses éléments sont dans I’ensemble des minorants :

BZA = B CminorA



14.4. ELEMENTS MAXIMAUX ET MINIMAUX 57

14.4 Eléments maximaux et minimaux

On dit d’un élément M € A qu’il est maximal dans A si pour tout a € A vérifiant a > M, on a
M = a. Autrement dit, aucun élément de A distinct de M n’est supérieur a ce dernier. M est donc
le seul élément de A & étre supérieur (au sens large) a lui-méme. On a donc major{ M} N A = {M}.
On note maxim A I’ensemble des éléments maximaux de A :

maxim A = {M € A:major{fM}NA= {M}}

Symétriquement, on dit d'un élément m € A qu’il est minimal dans A si pour tout a € A
vérifiant ¢ < m, on a m = a. Autrement dit, aucun élément de A distinct de m n’est inférieur a
ce dernier. m est donc le seul élément de A & étre inférieur (au sens large) a lui-méme. On a donc
minor{m} N A = {m}. On note minim A I’ensemble des éléments minimaux de A :

minim A = {m € A:minor{m}NA= {m}}

14.4.1 Préciser 'ordre

Lorsqu’on veut préciser 'ordre < utilisé, on note :

maxim A
<

minim A
<

14.5 Maximum et minimum

Considérons le cas ou I'on peut trouver des majorants de A appartenant a A. Si x,y € ANmajor A,
on a xr > y puisque z est un majorant de A et que y € A. Mais on a aussi y > x puisque y est
également un majorant de A et que z € A. On en conclut que x = y et que 'intersection ne contient
qu'un seul élément M :

ANmajorA={M}

On dit alors que M € A est le maximum de ’ensemble A et on le note :

M = max A = maxa
acA

A présent, supposons que 'on puisse trouver des minorants de A appartenant & A. Supposons
que =,y € AN minor A. On a alors x < y puisque x est un minorant de A et que y € A. Mais on
a aussi y < x puisque y est également un minorant de A et que x € A. On en conclut que z = y.
L’intersection ne contient donc qu'un seul élément m :

AN minor A = {m}

On dit alors que m est le minimum de I’ensemble A et on le note :

m=min A = mina
acA
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14.5.1 Préciser 'ordre

Lorsqu’on veut préciser 'ordre < utilisé, on note plutot :

max A = max A
<

min A = min A
<

14.5.2 Maximal et minimal

Supposons que M = max A existe. On a M € A. Soit a € A vérifiant M < a. Par définition du
maximum, on a aussi M > a, d’ot M = a. On en conclut que le maximum est un élément maximal.
A présent, soit x € maxim A. Comme x < M, on en conclut que x = M. On a donc :

maxim A = {max A}

Supposons que m = min A existe. On a m € A. Soit a € A vérifiant m > a. Par définition du
minimum, on a aussi m < a, d’ott m = a. On en conclut que le minimum est un élément minimal. A
présent, soit x € minim A. Comme x > m, on en conclut que x = m. On a donc :

minim A = {min A}

14.6 Supremum et infimum

Soit un ensemble A C 2 dont le maximum M = max A existe et ’élément b €  tel que b > A.
Comme M est un élément de A, on a forcément b > M. Mais d’un autre coté, M > A par définition.
Donc :

b>M2>A

Comme ces relations sont valables pour tout les b supérieurs a A, on en conclut que :

major A> M > A

Relations qui nous disent que M est le plus petit des objets supérieurs a A. Considérons a présent
un cas plus général ol nous ne supposons pas que le maximum de A existe. Supposons seulement
que 'on puisse trouver un S € €} tel que :

majorA>S> A

La premiére inégalité nous dit que S est un minorant de major A. La seconde nous dit que S est
un majorant de A, autrement dit S € major A. Les deux conditions nous permettent d’affirmer que
S est le minimum de ’ensemble des majorants de A :

S = minmajor A

Cet élément S est donc unique. On 'appelle supremum et on le note :

S =sup A = supa = minmajor A
acA

Il est important de remarquer que S n’appartient pas forcément & A. On procéde de la méme
facon pour étendre la notion de minimum. Si on peut trouver un I € §2 tel que :

minorA<JI <A
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on en conclut que I est le maximum de ’ensemble des minorants de A et qu’il est donc unique.
On l'appelle infimum et on le note :

I =inf A = inga = max minor A
ac

14.6.1 Préciser 'ordre

Lorsqu’on veut préciser 'ordre < utilisé, on note :

sup A = min major A
<

inf A = max minor A
<

14.6.2 Comparaison des bornes

Si A est non vide, il suffit de choisir x € A pour se rendre compte que :

infA<z<supA
d’otu :

inf A <supA

14.6.3 Cas particulier

Dans le cas ou le maximum de A existe, on a par unicité sup A = max A. Dans le cas ol le
minimum de A existe, on a par unicité inf A = min A.

14.7 Ensembles finis

Nous allons montrer que, sous I’hypothése d'un ordre total, tout ensemble comportant un nombre
fini d’éléments admet un maximum et un minimum. Si ’ensemble ne contient qu’un élément, soit
Ay ={a},onaa<aetdonc:

a = max{a} = min{a}

Supposons & présent que ’ensemble comporte deux éléments, soit Ay = {ay,as}. Si a; > ay, on a
a; > {ay,as}. Dans le cas contraire, on a as > {a1,az}. On en déduit que :

a; sia; > ag

max{a, as} = {

as  sinon

Le minimum est donné par ’expression duale :

ar  sia; <as

as sinon

min{ay,as} = {

Supposons a présent avoir démontré que tout ensemble de n — 1 éléments admettait un maximum
et un minimum. Soit 'ensemble A = {a1, as, ..., a,_1, a, } comportant n éléments. L’ensemble A,_; =
{ai,as, ..., a,_1} contient n — 1 éléments et admet donc :

o = max{ay, ag,...,an_1}

A =min{ay, ag, ...,a,_1}
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Posons @ = max{o,a,}. On voit que « € A, que « > 0 > A,,_1 et que a > a,. On en déduit que
a > A. Donce :

max{ay, as, ..., a1, a, } = max { max{ai, as, ..., an_1}, an}

Posons 5 = min{\, a, }. On voit que 5 € A, que f < XA < A,,_; et que < a,. On en déduit que
B < A. Donc :

min{ay, as, ..., a,_1, a,} = min { min{ay, az, ..., 4,1}, an}

Tout ensemble comportant un nombre fini d’éléments et sur lequel est défini un ordre total
admet donc un maximum et un minimum. De plus, la démonstration nous donne un moyen d’évaluer
récursivement ces extrema.

14.7.1 Notations

On note aussi :

n
max a; = max{ay, az, ..., ap
1=

n
min a; = min{ay, as, ..., a,}
i=1

14.8 Infini

Il arrive qu’aucun élément de ) ne soit un majorant de §2. On est alors amené a ajouter a
I’ensemble une borne supérieure, notée +0o0 (ou 00), telle que tout élément a € 2 vérifie a < +oo.
Le concept de 'infini négatif, noté —oo, est similaire. Il s’agit d’une borne inférieure de €2 telle que
tout élément a € Q) vérifie a > —oo.

14.8.1 Supremum et infimum

Lorsque 'ensemble des majorants de A est vide, le supremum n’existe pas. On dit alors qu’il est
infini et on le note :

sup A = +o0

Lorsque 'ensemble des minorants de A est vide, 'infimum n’existe pas. On dit alors qu’il est
infini et on le note :

inf A= —00

14.9 Ordre et inclusion

Soit A, B C Q avec A C B. Soit 'ordre < défini sur ).

14.9.1 Max - Min

Supposons que les maxima existent. Le maximum de A étant dans A, il est aussi dans B. Par
conséquent, le maximum de B est supérieur au maximum de A :

max A < max B
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En suivant le méme raisonnement avec les minima, on obtient :

min A > min B

14.9.2 Sup - Inf

A présent, ne supposons plus l'existence des maxima ou des minima, mais seulement des supre-
mums et infimums. Tout majorant de B sera aussi un majorant de A. On a donc :

major B C major A

L’ensemble major B étant inclus dans major A, son minimum doit étre supérieur, et on a :

sup A <sup B

En répétant le méme raisonnement avec les minorants, on obtient :

infA>inf B

14.10 Ordre, union et intersection

14.10.1 Max - Min de 'union

Supposons que les maxima de A et B existent. Si 'ordre est total, on a soit max A < max B, soit
max B < max A. Le maximum :

M = max{max A, max B}
existe donc. On voit que M appartient & A ou & B suivant les cas, c¢’est-a-dire & AU B et que :

r<maxA <M
y<maxB <M

pour tout x € A et y € B. On en conclut que M majore AU B. On a donc :

max{max A, max B} = max(A U B)

En suivant le méme raisonnement avec les minima, on obtient :

min{min A, min B} = min(A U B)

14.10.2 Max - Min de l'intersection

Supposons que les maxima de A et B existent et que leur intersection soit non vide :

ANB#0

Si 'ordre est total, on a soit max A < max B, soit max B < max A. Le minimum :
m = min{max A, max B}
existe donc. On voit que pour tout z € AN B :

r€A = r<maxA
reB = z<maxB
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On en conclut que x < m. L’élément m est donc un majorant de A N B. Si le maximum de
I'intersection existe, on a donc :

max(A N B) < min{max A, max B}

En suivant le méme raisonnement avec les minima, on obtient :

min(A N B) > max{min A, min B}

14.10.3 Sup - Inf de ''union

A présent, ne supposons plus 'existence des maxima ou des minima, mais seulement des supre-
mums et infimums. Comme les majorant de A U B sont ceux qui majorent tous les éléments de A et
tous les éléments de B, on a :

major(A U B) = (major A) N (major B)

Il ne nous reste plus qu’a minimiser les deux membres de cette égalité. Le minimum de l'inter-
section étant supérieure au maximum des minima, on a :

min [(major A) N (major B)] > max{min major A, min major B}
et :
min major(A U B) > max{min major A, min major B}
c’est-a-dire :
sup(A U B) > max{sup A, sup B}
En répétant le méme raisonnement avec les minorants, on obtient :
minor(A U B) = (minor A) N (minor B)

et :

inf(A U B) < min{inf A, inf B}

14.10.4 Sup - Inf de l'intersection

Soit x € AN B et M € (major A) U (major B). On a soit :
— M € major A et alors M >z car x € A

— M € major B et alors M > x car x € B

On en déduit que :

(major A) U (major B) C major(AN B)
Le minimum d’un ensemble inclus dans un autre devant étre plus grand, on obtient :
min [(major A) U (major B)} > minmajor(AN B)
Comme le minimum de 1'union est égal au minimum des minima, on a :
min [(major A) U (major B)} = min{min(major A), min(major B)}

et :
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min major(A N B) < min{min(major A), min(major B)}

On a donc par définition :

sup(A N B) < min{sup A, sup B}

En répétant le méme raisonnement avec les minorants, on obtient :

inf(A N B) > max{inf A, inf B}
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Chapitre 15

Dualité

Dépendances

— Chapitre 12 : Les ordres

15.1 Ordre dual

Soit un ensemble €2 sur lequel est défini un ordre <. Soit x,y € €. L’ordre dual de <, noté <*,
est défini par :

si et seulement si :

15.1.1 Ordre primal

Par opposition a l'ordre dual <*, I'ordre < est appelé ordre primal.

15.2 Comparaison élément - ensemble

Soit A C Q et un m € Q) vérifiant m < A. On a m < a pour tout a € A, autrement dit m >* a.
On en conclut que :

m>" A

Soit m € Q vérifiant m > A. On a m > a pour tout a € A, autrement dit m <* a. On en conclut
que :

m<*A

15.3 Majorants et minorants

Soit A C Q. Si:

m € minor A
<

onam<A. Doncm>*Aet:
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m € major A
S*

Si:

m € major A
<*

onam > A. Doncm <*Aet:
mEmigorA

On en conclut que :

major A = minor A
<* <

On montre avec des arguments similaires que :

minor A = major A
<* <

15.4 Eléments maximaux et minimaux

Soit AC Q. Si:
m € minim A
<

on a m = a pour tout a € A vérifiant a < m. Donc, si a >* m on a a < m et m = a. Autrement

dit :

m € maxim A
<*

Sic
m € maxim A
S*

on a m = a pour tout a € A vérifiant a >* m. Donc, si a < m on a a >* m et m = a. Autrement

dit :

m € minim A
<

On en conclut que :

maxim A = minim A
<* <

On montre avec des arguments similaires que :

minim A = maxim A
< <
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15.5 Maximum et minimum

Soit A C €. Si I'ensemble des éléments minimaux pour < se limite au minimum, on a :
maxim A = minim A = {min A}
<* < <

L’ensemble des éléments maximaux pour <* se résumant a un singleton, on en déduit que le
maximum pour <* existe :

maxim A = {max A}
< <x
et que :

max A = min A
<* <
On montre avec des arguments similaires que :

min A = max A
<x <

15.6 Supremum et Infimum

Soit A C Q admettant le supremum :

m =sup A
<*

A <*m <* major A
<*

ce qui implique :

migorA =majorA<m< A
< <

et vice versa. On en déduit que :
sup A =inf A
< <

On montre avec des arguments similaires que :

inf A=supA
<* <
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Chapitre 16

Fonctions et ordre

Dépendances

— Chapitre 12 : Les ordres
— Chapitre 14 : Les extrema

16.1 Monotonie

16.1.1 Croissance

On dit qu’une fonction f : A — F est croissante si :

f(x) > f(y)

pour tout x,y € A tels que x > y. Autrement dit, une fonction croissante conserve l'ordre.

16.1.2 Décroissance

On dit qu'une fonction f : A — F est décroissante si :

f(z) < fly)

pour tout x,y € A tels que x > y. Autrement dit, une fonction décroissante inverse I'ordre.

16.1.3 Stricte

On dit qu’'une fonction f : A — F est strictement croissante si :

flz) < f(y)

pour tout x,y € A tels que z < .
On dit qu'une fonction f: A — F est strictement décroissante si :

f(x) > f(y)

pour tout x,y € A tels que x < .
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16.2 Ordre entre fonctions

Soit les fonctions f,g € BA. Supposons qu’il existe un ordre défini sur B. On dit que f est
inférieure & g et on le note :

<y

si et seulement si les valeurs de f sont inférieures aux valeurs de g :

f(x) < g(x)

en tout point x € A. Symétriquement, on dit que f est supérieure a g et on le note :
si:

pour tout x € A.

16.2.1 Strict

On note également :
— f < gsi f(x) < g(x) pour tout z € A
— f > gsi f(z) > g(x) pour tout z € A

16.3 Fonctions extrema

Soit un ensemble de parameétres Z et la collection paramétrée de fonctions :

{f.eB":2¢€ 7}

Sous réserve d’existence des extrema, on définit la fonction supremum par :

[sup fz} (2) = sup f.(x)

z€Z z2€Z

pour tout x € A. On définit la fonction infimum par :

Egﬁ}@>:ggﬂ@>

pour tout x € A.

16.3.1 Maximum et minimum

Lorsque les maximum et minimum existent, on définit :

z€Z z€Z

{max .| (2) = ma £.(2)

z€Z z2€Z

[mmﬂ_@%—mmﬂ@)
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16.3.2 Notation

On note aussi :

sup{f.:z € Z} =supf,

z2€Z
inf{f,:z€ 7} = ;ggfz
max{f,:z € Z} = rileazxfz

min{f, : z € Z} zrzrélgfz

16.3.3 Couples

On définit les fonctions M = max{f, g} et m = min{f, g} par :

M(z) = max{f, g}(z) = max{f(z), g(x)}
m(z) = min{f, g}(x) = min{f(z), g(z)}

pour tout x € A.

16.4 Ordre mixte

Soit la fonction f € B4 et un ¢ € B. Supposons qu’il existe un ordre défini sur B. On dit que f
est inférieure & ¢ et on le note :

f<ec

si les valeurs de f sont inférieures a c :

flx) <e

en tout point x € A. Symétriquement, on dit que f est supérieure a c et on le note :

Sl :

pour tout x € A.

16.4.1 Strict

On note également :
— [ < ¢si f(x) < ¢ pour tout z € A.
— f > csi f(x) > ¢ pour tout x € A.
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16.4.2 Fonctions max et min

On définit les fonctions max{f, c} et min{f, c} par :

max{ f, c}(x) = max{f(z), c}
min{ f, c}(x) = min{ f(x), c}

pour tout x € A.

16.5 Extrema d’une fonction

Etant donné la fonction f : ) — B et le sous-ensemble A C , on définit les extrema de f (s'ils
existent) par :

max f(z) = max{f(z) : z € A}

T€EA

min f(z) = min{ f(z) : x € A}

€A

ilelgf(x) = sup{f(z) : v € A}

inf f(z) =inf{f(x): 2 € A}

T€EA

16.6 Arguments d’extrema

16.6.1 Maximum et minimum

L’ensemble des éléments de A qui maximisent f sur A est noté :

z€EA

g f() = { € 4 f(0) = max (o)

Dans le cas ol cet ensemble contient un unique élément, on le note :

a = argmax f(zx)

L’ensemble des éléments de A qui minimisent f sur A est noté :

€A

axgunin 1(0) = {5 € 42 7(9) = iy 1)}

Dans le cas ou cet ensemble contient un unique élément, on le note :

f = argmin f(z)

€A
16.6.2 Supremum et infimum

L’ensemble des éléments de €2 qui produisent une valeur égale au supremum des valeurs de f sur
A C Q) est noté :

arg sup f (x) = {a € Q: f(a) =sup f(as)}

Q z€eA €A

Dans le cas ot cet ensemble contient un unique élément, on le note :
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a = argsup f(z)
Q z€A

L’ensemble des éléments de 2 qui produisent une valeur égale & 'infimum des valeurs de f sur
A C Q) est noté :

arg inf () = {ﬁ €Q: f(B) = ;ggf(x)}

Dans le cas ou cet ensemble contient un unique élément, on le note :

f = arg inf f (x)

16.7 Extrema locaux

On dit que f atteint un minimum local en a € A si il existe un voisinage U de x tel que :

fla) < f(z)
pour tout z € U. A l'inverse, on dit que f atteint un maximum local en a € A si il existe un
voisinage U de x tel que :

fla) = f(x)

pour tout x € U.

16.8 Ordre entre fonctions et extrema

Soit les fonctions f, g : A — B telles que f < g. Supposons que o € major g(A). Ona o > g(x) >
f(z) pour tout z € A, d’ott o0 > f(x) et 0 € major f(A). On en conclut que major g(A) C major f(A).
Si les minima existent, on a donc :

min major f(A) < min major g(A)

c’est-a-dire :

sup f(z) =sup f(A) <supg(A) = Sup g(x)

Supposons que A € minor f(A). On a A < f(z) < g(x) pour tout x € A, dout A < g(x) et
A € minor g(A). On en conclut que minor f(A) C minor g(A). Si les maxima existent, on a donc :

max minor f(A) < max minor g(A)

c’est-a-dire :

inf f(x) = inf f(4) < inf g(A) = inf (z)

T€A
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Chapitre 17

Bijections

Dépendances

— Chapitre 16 : Fonctions et ordre

17.1 Inverse a gauche

Soit f: A~ B.Sil: B+ A est une fonction telle que :
lof=1d
on dit que [ est un inverse a gauche de f.
Unicité

Soit y € B. Si f admet un inverse & gauche, on peut trouver au plus un seul z € A tel que
f(x) = y. En effet, supposons que z1, x5 € A avec f(x1) = f(x2) =y. On a :

l(y) = (Lo f)(x1) = (Lo f)(x2)

mais comme [ o f = Id, et que Id(x) = = pour tout z € A, on a :

l(y) =21 =2

ce qui prouve 'unicité de la solution.

17.2 Inverse a droite
Soit f: A~ B.Sir: B+ A est une fonction telle que :
for=1Id

on dit que r est un inverse a droite de f.

Existence

Soit y € B. Si f admet un inverse a droite 7, on peut trouver au moins un x € A tel que f(x) = y.
En effet, si 'on choisit x = r(y), on a :

ce qui prouve l'existence de la solution.
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17.3 Fonction inverse

Soit f : A+ B. Supposons que f admette a la fois un inverse a gauche [ et un inverse a droite
r. Ces deux inverses sont dés lors identiques :

l=lold=lofor=Idor=r

Existence et unicité

Soit y € B. On déduit des résultats précédents que ’on peut trouver un unique x € A, donné par
x = r(y), tel que f(z) = y. Nous pouvons dés lors définir la fonction inverse, notée f=' : B — A,
par :

pour tout y € B. On a donc :

et :
flof=fof " =1d

17.3.1 Bijection
Lorsque f admet un inverse f~!, on dit que f est inversible ou que f est une bijection. On note :
Bij(A,B) = {f e B*:3f ' A®}

I’ensemble des bijections de A vers B.

17.4 Relation

Lorsque f est inversible, I'image inverse de y € B se réduit a un ensemble contenant un unique
x € A. Soit R la relation associée & f. On a :

17.5 Inverse d’une composée

Soit f € Bij(A, B) et g € Bij(B, (). Nous allons essayer de trouver une expression de 'inverse h
de la composée de ces deux fonctions. On part de la relation h o go f = Id et on compose a droite
par I'inverse de f puis l'inverse de g, ce qui nous donne :

hogofofﬁlogfl:Idofflogflszlog*1

Mais comme :

hogofoflog'=hogoldog'=hogog'=hold=nh

on a .

h=f"og™"



17.6. PUISSANCES NEGATIVES 7

Partant de la relation g o f o h = Id et composant a gauche par l'inverse de g puis par 'inverse
de f, on arrive au méme résultat h = f~! o g=!. Donc :

(gof)y ' =f"og

On généralise par récurrence a n fonctions :

(fno...ofgofl)fl:fflofglo...ofgl

17.6 Puissances négatives

Si f est inversible, on peut également définir les puissances négatives par :

f—n — (f—l)n — f—l 0.0 f—l

pour tout n € N.

17.7 Inverse d’une puissance

En considérant le cas particulier de fonctions identiques (f; = ... = f, = f), l'expression de
I'inverse d’une composition de fonctions nous montre que :

(Y ' =fr=0m"

L’inverse de la puissance est identique a la puissance de I'inverse.

17.8 Idempotence

On dit que deux ensembles A et B sont idempotents si il existe une bijection inversible de A vers
B

Bij(A, B) # 0

Equivalence

Soit les ensembles A et B. Supposons qu’il existe une bijection f € Bij(A, B). On peut alors
définir une équivalence sur AU B en disant que x =y si x € A avec y = f(z) € B, ousi x € B avec
y = f~}(z) € A. Dans les autres cas, z ne sera pas équivalent a y. Les classes d’quivalences seront
donc de la forme :

&(a) = {a, fa)}

pour tout a € A et de la forme :

E(b) = {b, f(0)}
pour tout b € B. Il y a donc une « équivalence » entre les éléments de A et les éléments de

B. Dans ce cas, on confond souvent les éléments x de A avec les éléments de & de B, et on note
abusivement r = Z.

Ensembles finis

Dans le cas d’ensembles finis, 'idempotence revient a dire que A et B ont le méme nombre
d’éléments.
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17.9 Inverse des fonctions monotones

Théoréme 17.9.1. Soit la fonction f: A B avec B = f(A). Si f est strictement croissante (ou
décroissante), alors la fonction f est inversible.

Démonstration 17.9.1. Choisissons y € B et considérons ’ensemble de solutions :
Sly) ={z: f(z) =y}
Comme B = f(A), cet ensemble est non vide. Supposons z1,z2 € S(y) avec z; < x3. On a
alors, soit f(z1) < f(xs) (si f est strictement croissante), soit f(x1) > f(z3) (si f est strictement

décroissante). Or, par définition de S(y), on doit avoir f(x1) = f(x2) = y. Il ne peut donc y avoir
d’éléments distincts dans S(y), et cet ensemble est de la forme :

S(y) ={9(y)}

relation qui définit implicitement la fonction g : B — A. On peut trouver un unique g(y) tel que
f(g(y)) = y. La fonction f est donc inversible et :

=g



Chapitre 18

Ordre inclusif

Dépendances

— Chapitre 4 : Les collections
— Chapitre 12 : Les ordres
— Chapitre 14 : Les extrema

18.1 Ordre sur les ensembles
Soit I’ensemble €2 et 'ensemble de ses sous-ensembles :

P(Q) = {A: AC Q)

On dit que A € PB(Q) est plus petit ou égal a B € P(2) au sens de I'ordre inclusif si et seulement
si:

ACB

On voit qu’il s’agit d’un ordre partiel.

18.1.1 Attention

Ne pas confondre 'ordre inclusif C avec la comparaison d’ensembles € qui est elle basée sur
l'ordre entre les éléments des ensembles concernés.

18.2 Extrema inclusifs d’une collection

Soit I’ensemble de parameétres X et la collection paramétrée :

C={Ax) e P(NQ):2€ X}

18.2.1 Majorant

Si on veut qu’un ensemble quelconque M C €2 soit un majorant inclusif de C, il faut que A(x) C M
pour tout x € X. Pour cela, il faut et il suffit que M contienne tous les A(x). Autrement dit, il faut
et il suffit que M contienne 'union des ensembles-éléments de la collection. On a donc :

major C = {M ePQ): [ J Al) € M}

zeX
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18.2.2 Supremum

Etudions I’ensemble :

S=|JA(@) e P

rxeX
Comme :
U A(z) C S
reX
on a :
S € majorC

-

On voit aussi que S € M pour tout M € majorc C. On en déduit que :

S = minmajorC = supC
< C -

18.2.3 Minorant

Si on veut qu’un ensemble quelconque L C €2 soit un minorant inclusif de C, il faut que L C A(x)
pour tout x € X. Pour cela, il faut et il suffit que L soit contenu dans tous les A(x). Autrement dit,
il faut et il suffit que L soit contenu dans I'intersection des ensembles-éléments de la collection. On

a donc :

zeX

migorC = {L €P(): LC ﬂ A(az)}

18.2.4 Infimum

Etudions ’ensemble :

Comme :

on a:
I € minorC
c

On voit aussi que L C I pour tout L € minorc C. On en déduit que :

I = maxminorC = infC
c T C c
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18.2.5 Conclusion

Le supremum inclusif d’une collection de sous-ensembles de 2 existe toujours dans () et est
égal a I'union de tous ces ensembles :

Slép{A(fL‘) EP(N):xe X} = U A(x)

zeX

L’infimum inclusif d’une collection de sous-ensembles de € existe toujours dans B(2) et est égal
a I'intersection de tous ces ensembles :

inf{A(z) € () : € X} = () A(x)

zeX
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Chapitre 19

Treillis

Dépendances

— Chapitre 18 : L’ordre inclusif

19.1 Définition

Soit I'ensemble Q et A, B C Q. Au sens inclusif, les supremum et infimum de 'ensemble {A, B}
existent toujours et :

sup{A,B} = AUB
C

irclf{A, B}=ANB

Le concept de treillis est une généralisation de cette propriété. Soit un ensemble T sur lequel
est défini Pordre <. On dit que le couple (7, <) est un treillis si, pour tout éléments a,b € T, le
supremum et l'infimum de ’ensemble :

{a,b}

existent :

minor{a, b} < inf{a,b} < {a,b} < sup{a,b} < major{a,b}

Dans la suite, nous considérons un treillis (7, <).

19.2 Union généralisée

Soit a,b € T. Par analogie avec I'union ensembliste, on définit I'opération d’union généralisée LI
par :

allb = sup{a, b}

19.3 Intersection généralisée

Soit a,b € T. Par analogie avec l'intersection ensembliste, on définit 'opération d’intersection
généralisée MM par :

ab=inf{a, b}
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19.4 Treillis dual

Le treillis dual de (7, <) est noté (7, <)* et défini par :
<T7 S)* = (T’ S*)
ol <* est ordre dual de <. On a bien entendu :
sup{a, b} = inf{a, b}
<* S
et :
inf{a, b} = sup{a, b}
<* <

Le treillis dual est donc également un treillis.

19.4.1 Union

Soit a,b € T. On définit 'opération L* par :

all*b=sup{a,b} = igf{a, b} =amb
< <

19.4.2 Intersection

Soit a,b € T. On définit 'opération M* par :

all* b= ig*f{a, b} =sup{a,b} =allb
= <

19.4.3 Primal

Par opposition au treillis dual (7, <)*, le treillis (7, <) est appelé treillis primal.

19.5 Eléments nul et universel

19.5.1 Elément nul

Si T admet un minimum, on 'appelle élément nul de 7 et on le note :

0=min7T

Soit a € T. Si x € minor{0,a}, on a x < 0. Comme on a également 0 < x, on en conclut que
=0 et que:

minor{0,a} = {0}

Donec :

inf{0,a} = max{0} =0

On a aussi :

{0,a} < a <major{0,a}

d’ott I'on déduit :
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sup{0,a} = a

En termes d’opérations, ces résultats s’écrivent :

0Ma=20
OUa=a

19.5.2 Elément universel

Si 7 admet un maximum, on I'appelle élément universel de T et on le note :

1 =maxT
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Si z € major{l,a}, on a z > 1. Comme on a également 1 > z, on en conclut que x = 1 et que :

major{l,a} = {1}

Donec :

sup{l,a} =min{l} =1
On a aussi :
{1,a} > a > minor{1,a}
d’ou 'on déduit :
inf{l,a} =a
En termes d’opérations, ces résultats s’écrivent :
1Ua=1
1MNa=a
19.5.3 Dualité
Sous réserve d’existence, on a :
0=min7 =maxT
< <
L’¢lément universel du treillis dual est donc égal a 1’élément nul du treillis primal :

=0

Sous réserve d’existence, on a :
l=max7T =minT
< <*
L’élément nul du treillis dual est donc égal a I’élément universel du treillis primal :

0 =1
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19.6 Complémentaire

On dit que 2t € T est un complémentaire de z € T si :

rUzt=1
Mzt =0
19.6.1 Dualité
En termes d’opérations du treillis dual, les conditions de complémentarité s’écrivent :
Mzt =0~

Ut =1*

On en conclut que ¥ est également le complémentaire de x au sens du treillis dual.

19.7 Distributivité

On dit que (7, <) est un treillis distributif si :
ald(bMc)=(allb)M(aUc)

afll(bUc)=(aMb)U(aMc)

pour tout a,b,c € T.

19.8 Booléen

Un treillis (7, <) est dit booléen si et seulement si :
— il comprend un élément nul et un élément universel
— il est distributif

— chaque élément de 7 admet un complémentaire
19.9 Idempotence
Soit a € T. On a:
{a} < a < major{a}
donc :

a = sup{a}

On en conclut que :

alla =sup{a,a} =sup{a} =a

minor{a} < a < {a}
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donc :

a = inf{a}

On en conclut que :

aMa=inf{a,a} = inf{a} = a

19.10 Sous-ensemble fini

19.10.1 Supremum

Nous allons voir que tout sous-ensemble fini d'un treillis admet un supremum. On sait déja que
c’est vrai pour des ensembles comportant un ou deux éléments. Supposons a présent que ce soit vrai
pour les sous-ensembles de maximum n — 1 éléments, ot n est un naturel vérifiant n > 2. Soit :

A=Aay,a9,...,a,} CT

Choisissons i € {1,2,...,n} et posons :

r = a;

Z = A\{ZE} = {...,ai_l,aiﬂ, }

L’ensemble Z comportant n — 1 éléments, il admet un supremum :

[ =supZ
Posons :
o = sup{pu, z}
On a:
oc>pu>Z
o> {z}
donc :
o>ZU{z}=A
et :
o € major A
Choisissons :
» € major A
On a
nw> 7
»n > {x}

La premiére inégalité nous dit que :
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> € major Z

Le supremum étant le plus petit des majorants, on doit donc avoir :
Comme on a également :

on en conclut que :

» € major{u, x}

Le supremum étant le plus petit des majorants, on doit donc avoir :

x>0

Nous venons de prouver que :

o = minmajor A = sup A

Tout sous-ensemble fini non vide A C T posséde un supremum. Si A compte au moins deux
éléments, on a :

sup A = sup { sup (A \ {:c}),:c}

19.10.2 Infimum

Nous allons voir que tout sous-ensemble fini d’un treillis admet un infimum. On sait déja que
c’est vrai pour des ensembles comportant un ou deux éléments. Supposons a présent que ce soit vrai
pour les sous-ensembles de maximum n — 1 éléments, ol n est un naturel vérifiant n > 2. Soit :

A={ay,a9,...,a,} T

Choisissons i € {1,2,...,n} et posons :

r = a;

Z = A\{l‘} = {...,(li_l,ai+1, }

L’ensemble Z comportant n — 1 éléments, il admet un infimum :

v =inf Z
Posons :
A = inf{y,z}
On a:
A<y<Z
A< A{z}
donc :

A< Zu{z}=A
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et :
A € minor A
Choisissons :
¥ € minor A
On a:
9< Z
0 < {x}
La premiére inégalité nous dit que :
Y € minor Z

L’infimum étant le plus grand des minorants, on doit donc avoir :

U<

Comme on a également :

on en conclut que :

¥ € minor{~y, z}

L’infimum étant le plus grand des minorants, on doit donc avoir :

U< A

Nous venons de prouver que :

A = maxminor A = inf A

Tout sous-ensemble fini non vide A C T posséde un infimum. Si A compte au moins deux éléments,
on a :

inf A = inf { inf (A \ {x}),x}

19.11 Commutativité

Soit a,b € T. Comme {a,b} = {b,a}, on a clairement :

aldb=bUa

et :

allb=blMa
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19.12 Associativité

19.12.1 Union
On a:

sup {a, sup{b, c}} = sup{a, b, c} = sup { supqa, b}, c}

En terme d’opération, ce résultat implique I'associativité de I'union généralisée :

al(blUc)=(aUb)Uc
On définit donc :

albUc=al(blUc)=(aUb)Uc

Plus généralement, on a :

a; Uas U...Ua, =sup{ay,ag,...,a,}

pour tout ay, as,...,a, € T.

19.12.2 Intersection

Le treillis dual (7, <*) étant également un treillis, on a la propriété :

all* (bU ¢c) = (all™b) U ¢

pour tout a,b,c € T. Cette relation traduite en terme d’opérations du treillis primal nous donne
I’associativité de I'intersection généralisée :

all(bMec)=(amb)Me
On définit donc :

alMbMNec=anN(bMec)=(aMb)MNec

Plus généralement, on a :
a;Mas M...Ma, = inf{ay, as, ...,a,}

pour tout a;,as, ...,a, € T.

19.13 Absorption

Soit a,b € T. Posons :

o = sup{a, b}
Comme ¢ > a, on a :
a<{a,o}
Choisissons A € T tel que :
A <{a, 0}

on a alors forcément :
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d’ou I'on conclut que :

minor{a,o} < a < {a,0}

L’¢lément a est donc l'infimum de {a,0} :

a = inf{a,o}

Par définition de o, on a donc :

a = inf{a,sup{a,b}}

Exprimée en terme d’opérations, cette relation devient :

a=al(aUb)

Cette méme propriété étant valable pour le treillis dual, on a :

a=all (al*b)

Equation qui peut étre réexprimée en termes d’opérations du treillis primal, ce qui nous donne :

a=al(aMb)

19.14 Treillis d’ensemble

Une collection C de sous-ensembles d’un ensemble de référence ) :

C CP(Q)

est un treillis d’ensembles si et seulement si :

0,QecC
et :

AUBeC

ANnBecC
pour tout A, B € C. Le couple (C, C) est un cas particulier de treillis.

19.14.1 Elément nul
Un treillis d’ensembles comporte toujours un élément nul :

) = minC

c

19.14.2 Elément universel

Un treillis d’ensembles comporte toujours un élément universel :

Q) = maxC
-
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Troisiéme partie

Collections

93






Chapitre 20

Tribus

Dépendances

— Chapitre 4 : Les collections
— Chapitre 18 : L’ordre inclusif

20.1 Définition

Soit un ensemble €2 et une collection de sous-ensembles 7" C PB(£2). On dit que 7 forme une tribu
sur € si et seulement si les conditions suivantes sont remplies :

—0eT

— siAeT,onaaussiQ\AeT

— T'union de toute suite discréte Ay, Ao, ... € T appartient aussi & la collection :

LL%GT

On note Tribu(Q2) 'ensemble des tribus sur €.

20.2 Corollaire

On conclut directement de la définition que :

Q=Q\0eT

20.3 Intersection

Soit les A; € T et leurs complémentaires :

B;i=Q\ A eT

On a aussi :

A; = Q\ B

En prenant I'intersection de tous les A;, on obtient :

On en déduit que toute intersection dénombrable d’éléments de T est également dans T .

eT
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20.4 Différence
Soit A,B € T, on a

A\B=ANQ\B) eT

20.5 Tribu engendrée

Les collections d’ensemble étant des ensembles d’ensembles, on peut également les comparer au
moyen de l'inclusion. En ce sens, la tribu engendrée par la collection C C B(2) est la plus petite
tribu contenant les éléments de C. On la note :

Tribu(C, Q) = iIclf{T € Tribu(Q) : C C T}



Chapitre 21

Topologies

Dépendances

— Chapitre 4 : Les collections
— Chapitre 18 : L’ordre inclusif

21.1 Définition

Soit un ensemble 2 et une collection de sous-ensembles T C PB(€2). On dit que T forme une
topologie sur €2 si et seulement si les conditions suivantes sont remplies :
— 0,Qe%
— pour toute sous-collection C C ¥, I'union des ensembles-éléments de C appartient également
a la topologie :

Ucex

— si A, B € T, leur intersection appartient également & la topologie :

ANBe%
On note Topo(€2) I'ensemble des topologies sur €.

21.2 Espace topologique

Si T est une topologie sur €2, on dit que le couple (€2, T) forme un espace topologique.

21.3 Owuvert

On appelle « ouvert » tout ensemble U € T.

21.4 Fermé

On appelle « fermé » tout complémentaire d’un ouvert. Si F' C €2 est un fermé, on peut donc
écrire :

F=Q\U

pour un certain U € T. On note la collection des ensembles fermés par :
§={Q\U:U €%}
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21.4.1 Intersection

Soit une collection d’ouverts C C ¥ et la collection de fermés correspondant :

F={Q\U:UeC}

L’intersection de tous ces fermés :

Fr=a\Jc

est le complémentaire de ’ensemble :

U=|Jc

qui est un ouvert. On en conclut qu'une intersection de fermés est un fermé.

21.4.2 Union

Soit les ouverts U,V € T et les fermés correspondant :

F=Q\U
G=0Q\V

FUG=0\(UNV)

L’ensemble U NV étant un ouvert, on en conclut que 'union de deux fermés est un fermé.

21.5 Owuverts fermés

Ona{0,Q} CTNF.

21.6 Voisinage

On dit que V' C (2 est un voisinage de x € ( si il existe un ouvert U € ¥ tel que z € U C V.

21.7 Adhérence

L’adhérence, ou fermeture, d'un ensemble A C Q est le plus petit (au sens inclusif) ensemble
fermé F' contenant A. On la note :

adhA:irclf{Feg;AgF}:ﬂ{Feg:AgF}

21.8 Intérieur

L’intérieur d’un ensemble A C 2 est le plus grand ensemble ouvert contenu dans A. On le note :

int A=sup{UeT:UCA}=|{UeT:UCA}
-
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21.9 Frontiére

La frontiére de A est la différence entre adhérence et 'intérieur :

0A = (adh A) \ (int A)

21.10 Propriétés de adhérence et de l'intérieur

21.10.1 Inclusions

On a bien entendu :

intACACadhA

21.10.2 Nature

Une union quelconque d’ouverts étant un ouvert, on a int A € €. Une intersection quelconque de
fermés étant un fermé, on a adh A € §.

21.10.3 Complémentaire

Les fermés F' contenant A correspondent aux complémentaires des ouverts U = Q\ F inclus dans
O\ A Comme F=Q\JU, ona:

adh A = Q\ int(Q\ A)

Les ouverts U inclus dans A correspondent aux complémentaires des fermés F' = Q\ U contenant
2\ A. La relation [JU = Q \ ) F nous dit que :

int A=\ adh(2\ A)

21.11 Hausdorff

On dit que le couple (€2, %) est un espace de Haussdorff si, pour tout z,y € Q vérifiant = # y, on
peut trouver des ouverts U,V € ¥ tels que :

xel, yeV
et :

UNnv =10

21.12 Topologie engendrée

Les collections d’ensemble étant des ensembles d’ensembles, on peut également les comparer au
moyen de U'inclusion. En ce sens, la topologie engendrée par la collection C C B(€2) est la plus petite
topologie contenant les ensembles-éléments de C. On la note :

Topo(C, Q) = igf{f € Topo(2) : C C T}
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Quatriéme partie

Nombres
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Chapitre 22

Booléens

Dépendances

— Chapitre 9 : Les opérations
— Chapitre 10 : L’algébre

22.1 Définition

L’ensemble de Boole se définit par :

B=1{0,1}

On associe souvent & 0 le sens de « faux » et a 1 le sens de « vrail ».

22.2 Lalol « et »

Soit C1,Cy € B. La condition « Cy et Cy » n’est vraie (= 1) que si C; = 1 et Cy = 1. On définit
donc 'opération « ET », notée - : B x B +— B, par :

1-1=1

0=0
0-1=0
0-0=0

22.3 Laloil « ou »

Soit C1,Cy € B. La condition « C; ou Cy » est vraie (= 1) dés qu’au moins un des deux C; = 1.
On définit donc 'opération « OU », notée & : B x B — B, par :

1ol1=1
10=1
0pl=1
0060=0

22.4 Le contraire

Le contraire de vrai est simplement faux et inversément. On définit donc le contraire de C' € B
noté —C', par :
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Chapitre 23

Naturels

Dépendances

— Chapitre 3 : Les ensembles
— Chapitre 9 : Les opérations
— Chapitre 10 : L’algebre
— Chapitre 12 : Les ordres
— Chapitre 14 : Les extrema

23.1 Introduction

Nous allons étudier ’ensemble des naturels :

N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...}

23.2 Addition

L’addition usuelle sur N, notée + : N x N +— N, est définie par :

m+0 = 0

m+nt = mt+n

pour tout m,n € N.
En utilisant récursivement la définition, on arrive a :

m+1 = m+0T=mT+0=m"

m+2 = m+0TT=mT+0 T =mTT+0=m""

m4+n = o=mtT

ol +...+ désigne 'opération de succession appliquée n fois. L’addition de n revient donc a effectuer
n opérations de succession.

23.2.1 Dualité

Posant i = m et j = n™, on voit clairement que :
i+j=it+j

105



106 CHAPITRE 23. NATURELS

23.2.2 Neutre additif

Pour m € N quelconque, on a :

0+m=0""*

ol +...+ désigne l'opération de succession appliquée m fois. Mais comme 0%t = m, on a :

O+m=m

On a donc 0 +m = m + 0 = m. On dit que 0 est neutre pour 'addition. On voit clairement
d’apreés la définition que 0 est le seul neutre pour ’addition.

23.2.3 Commutativité

Soit m,n € N. Par définition de ’addition, on a :

m+n=mt-T =07

ol +.....+ réprésente m suivies de n opérations de successions. On a aussi :

n+m=ntt=0""

ol +.....+ réprésente n suivies de m opérations de successions. Les deux résultats étant iden-
tiques,on a :
m+n=n-+m

On dit que 'addition sur N est commutative.

23.2.4 Associativité

Soit m, n, p € N. Développons 'addition m + (p +n). On a :

m+ (p+n)=m+pt-T

ol +...+ désigne l'opération de succession appliquée n fois. Il vient ensuite :

m+(p+n)=m"+ptT

m+ (p+n)=mtT pt-tr

ol +... + —...— désigne l'opération de succession appliquée n fois, suivie de 'opération de pré-
décession appliquée n fois également. Mais comme le prédécesseur du sucesseur est égal a lui-méme
par définition, on a p*~ = p. On constate en développant que la méme propriété doit étre vérifice
lorsque les opérations de succession et de prédécession sont appliquées un nombre quelconque mais
identique de fois. On a donc :

p+...+,m, =p

En tenant compte de ces résultats dans le développement de la somme ci-dessus, on arrive a :

m+(p+n)=mtt+p

Mais m™* n’est rien d’autre que la somme m + n, et :

m+(p+n)=(m+n)+p
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L’addition étant commutative, on peut inverser p et n pour obtenir :

m+(n+p)=(m+n)+p

On peut donc associer les termes d’'une somme comme on le désire, le résultat restera identique.
On dit que 'addition sur N est associative. On note aussi :

m+n+p=m+(n+p) =(m+n)+p

23.3 Ordre

Soit m,n € N. On dit que n est plus petit ou égal & m, et on le note :

n<m

si on peut trouver un p € N tel que :

m=n-+p

En évaluant les additions n 4+ 1 et n~ 4 1, on obtient :

n +1 = n
n+1 = nt

Le choix p = 1 nous montre alors que :

23.3.1 Plus grand ou égal

On note aussi :

pour signifier que n < m.

23.3.2 Total

Soir m,n € N. Comme m est, directement ou indirectement, un successeur ou un prédécesseur
de n, on a soit :

soit :

L’ordre usuel sur N est total.
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23.3.3 Ordre strict

On note :

ou :

m > n

lorsque n < m et m # n.

23.3.4 Extrema

Comme tous les éléments de N sont supérieurs au égaux a 0, on a clairement :
minor N = {0}
et :
infN=minN =10

Par contre, si on suppose avoir trouvé s € major N, on a s < s* € N ce qui contredit ’hypothése
de majorant. L’ensemble des majorants est donc vide, et le supremum n’existe pas dans N. On note

donc :

supN = +o00
23.4 Ordre et addition
Soit a, b, ¢,d € N. Supposons que :
a<b
c<d
On peut donc trouver p,q € N tels que :
b = a+p
= C —|— q

En additionnant ces deux équations, on obtient :

b+d=a+p+c+qg=(a+c)+(p+q)

Comme p + q est également un naturel, on en conclut que :

a+c<b+d

L’ordre est donc conservé lorsqu’on ajoute au moins autant au grand nombre qu’au petit. On
parle d’invariance sous ’addition.



23.5. POSITIVITE 109

23.5 Positivité

Soit n € N. La neutralité de 0 pour 'addition nous permet d’écrire :

n=0+n
On en déduit que :
n >0
pour tout n € N et :
n >0

lorsque n # 0.

23.6 Soustraction
Soit I’ensemble :

A ={(m,n) e N*:n <m}

Choisissons (m,n) € A. On peut trouver p € N tel que :

m=n-+p

Comme :

+...+

n+p=p+n=p m

on voit que :

p=m
ol —...— désigne n opérations de prédécessions. Le p ainsi défini est donc unique. On dit que p

est la soustraction de m et n, et on le note :

p=m-—n

23.6.1 m<n

Sim < n, calculer la soustraction :

p=m-—n= m- T = O+...+7...7

reviendrait a effectuer plus d’opérations de prédécessions que de sucessions. Nous serions donc
amenés a devoir évaluer le prédécesseur de 1’élément racine 0, qui n’existe pas dans N. Cette opération
n’est par conséquent pas définie.

23.6.2 Neutralisation

La définition implique directement 1’équivalence :

m=n=n-+0
<

=0

3

m —

S
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23.6.3 Associativité

Soit m,n,p € N avec n + p < m. On a trivialement :
(m—n) —p=m— (n+p)
On note aussi :

m—n—p=(m—n)—p=m—(n+p)

23.6.4 Commutativité

Soit m,n,p € N avec n + p < m. On voit que :

m—n—p=m—(nt+p) =m—(p+n)=m—p—n

23.6.5 Associativité mixte

Soit m,n,p € N avec p < n. On a trivialement :
(m+n)—p=m+(n—p)
On note aussi :

m+n—p=(m+n)—p=m+(n-—p)

23.6.6 Commutativité mixte

Soit m,n,p € N avec m,p < n. On a trivialement :

m+n—p=(m+n)—p = (n+m)—p
n+(m—p)
= (m—p)+n

23.7 Ordre et soustraction

Soit a, b, c¢,d € N. Supposons que :

On peut donc trouver p,q € N tel que :

b=a+p

d+qg=c
En soustrayant ces deux équations, on obtient :

b—d—qg=a+p—c

NATURELS
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b—d=a—-c+p+q

Comme p + ¢ est aussi un naturel, on en conclut que :

a—c<b-d

L’ordre est donc conservé lorsqu’on soustrait au moins autant au petit nombre qu’au grand. On
parle d’invariance pour la soustraction.

23.8 Multiplication

Soit m,n € N. La multiplication usuelle, notée - : N x N +— N, est définie par :
m-0=0

m-nt=(m-n)+m

Posant i = m et 7 = n™, on en déduit que :

23.8.1 Priorité

Afin d’alléger les notations, nous convenons que la multiplication est toujours prioritaire sur
I’addition. On pose donc :

ij+k=(0"j)+k

pour tout ¢, 7,k € N.
La définition peut alors se réécrire :

23.8.2 Notation

Lorsque cela ne pose pas de probléme d’ambiguité, on note aussi :

mn=m-n

23.8.3 Absorption

Soit m € N. On déduit directement de la définition que :
0-m = 0-m +0

0-m = 0+..4+0=0

On a donc 0-m =m -0 =0. On dit que 0 est absorbant pour la multiplication.
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23.8.4 Définition alternative

Soit m > 1. En utilisant récursivement la définition, on obtient :
m-n = m-n +m

= m-0+m+..+m
= 0+m+..+m
= m-+..+m

ou le membre de droite compte n terme « m ». Mais comme m =m~ + 1, on a :

m-n=m +1+..+m +1

La commutativité nous permet de regrouper les n nombres 1 a la fin :

m-n=m +..+m +1+..+1

Il est clair que :

1+..+1=0""T=n

On a dés lors :

m-n=m —+..4+m +n

Comme le membre de droite contient n termes m™, on en conclut que :

m-n=m -‘n-+n

qui est une version alternative de la définition.

23.8.5 Neutre multiplicatif

La définition implique que :

m-1=m-0+m=0+m=m
Mais en appliquant la définition alternative a 1 - m, il vient :

l-m=0-m+m=m

On a donc 1-m =m-1=m. On dit que 1 est neutre pour la multiplication.

23.8.6 Commutativité

Soit m € N. On a vu que m -0 = 0 - m. L’équation :

m-n=mn-m
Est donc vérifiée pour n = 0.
Supposons a présent que :
n o-m=m-n

En appliquant les deux alternatives de la définition, on a :

NATURELS
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m-n=m-n +m

n-m=mn -m-+m

et donc :

m-n=n-m

Puisque cette égalité est vraie pour n = 0 = 17, on en déduit qu’elle est également vraie pour
n=1=2",pour n =2 = 37, etc. Elle est donc vérifiée pour tout n € N : la multiplication est
commutative.

23.8.7 Distributivité

Soit m,n,p € N. On a :

m-(n+p)=m+..+m

ou le membre de droite compte n + p termes « m ». Par associativité de l'addition, on peut
regrouper les termes comme suit :

m-(n+p)=(m+..+m)+(m+..+m)

ou la premiére parenthése compte n termes et la seconde p termes. On a donc :

m-(n+p)=m-n+m-p

Par commutativité de la multiplication, on en déduit :

(n+p)-m=n-m+p-m

On dit que la multiplication se distribue sur I'addition.

Sur la soustraction

Soit m,n,p € N avec p < n et :

On a:

m-(p+q)=m-p+m-q

Mais comme p + ¢ = n, il vient :

m-n=m-p+m-(n—p)

On en déduit que :

m-(n—p)=m-n—m-p

Par commutativité de la multiplication, on a également :

(n—p)-m=n-m-—p-m

On dit que la multiplication se distribue sur la soustraction.
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23.8.8 Unicité de ’absorbant

Nous allons voir que ’absorbant est unique. Soit a1, a2 € N tels que :

ap-n=ay-n=>0

pour tout n € N. On en déduit que :

ar-nmn—as-n=0

En utilisant la distributivité, on obtient :

(g —az) - n=0

Mais comme ce résultat doit étre valable pour tout n € Z, il est valable pour n =1 et on a :
(al—ag)-lzal—agz()
Autrement dit, a; = as. L’absorbant est donc unique.
23.8.9 Associativité

Soit m,n,p € N. On a :

m-(n-p)=m+..+m

ou le membre de droite compte n - p termes « m ». Par associativité de ’addition, on peut les
regrouper en p parenthéses contenant chacune n termes :

m-(n-p)=(m+..+m)+..+(m+..+m)

ce qui revient a :

m-(n-p)=(m-n)+ ..+ (m-n)

Mais comme il y a p parenthéses, on a :

m-(n-p)=(m-n)-p

La multiplication est donc associative. On note aussi :
23.8.10 Produit nul
Soit m,n € N tels que :

m-n=>0

Nous allons prouver qu’au moins un des deux facteurs doit étre nul. Supposons que m,n # 0. On
a alors :

m-n=n+..+n=20

Mais comme n # 0, on a :

et :
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=n—+..4+4n>n >0

ce qui est impossible. On a donc I'implication :

m-n=0 = m=0 ou n=0

23.9 Notation décimale

Soit le tuple :

(30,11, 12, ...in_1,1n) € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}"*!

La notation décimale associée est définie par :

Inin1..d90100 = io + 11 - 10 + 49 - 10> + ... +dp_q - 10" 44, - 10™

Exemple :

7512=24+1-10+5-10>+7-10°

23.10 Division entiére
Soit m,n € N. On définit la division entiére - : N x N — N par :

m-+n=sup{k e N: k-n<m}

On dit que m est le numérateur, n le dénominateur et m + n le quotient de m par n.

23.10.1 Existence
Soit m,n € N avec n # 0 et :
Apn ={keN:k-n<m}
Pour tout naturel p vérifiant p > m, on a :
p-n=p+..+p>p>m
On en conclut que :

Apn €40,1,...;m —1,m}
L’ensemble A,,,, contient donc un nombre fini d’éléments. Comme 'ordre usuel sur N est total,
on en conclut que A,,, admet un maximum identique au suprémum. La division entiére de m par n
est donc bien définie :
m +n = max A,,, = sup A,

L’inclusion nous donne 'inégalité des maxima :

max A, < max{0,1,...m—1,m} =m

On en déduit que :
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23.10.2 Division par zéro

Soit m € N. Essayons d’évaluer la division m <+ 0. Par absorption de 0, on voit que :

E-0=0<m

pour tout k € N. Par conséquent :

{(keN:k-0<m}=N

Le supremum n’existe pas dans N et la division par zéro n’est par conséquent pas définie. On le
note symboliquement :

m-+0=supN = +o0

23.10.3 Division par un

Soit m € N. On a :

et :

On en déduit que :

23.10.4 Zéro divisé

Soit n € N avecn # 0. On a :

{(keN:k-n<0}={0}

La division entiere de 0 par n est donc nulle :
0-+n=sup{0} =0
23.10.5 Modulo
Soit m,n € N. Par définition, on voit que :

(m=n)-n<m

Il est donc licite de définir le naturel :

r=m—(m-=+n)-n

On dit que 7 est le modulo de m par rapport & n et on le note :
mmodn=m—(m-=+n)-n
23.10.6 Deécomposition
Soit m,n € N. Par définition du modulo, a la décomposition :

m = (m-+mn)-n+mmodn
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23.10.7 Reste

Soit m,n € N. On dit aussi que r = m mod n est le reste de la division entiére de m par n.

23.10.8 Exacte

Soit m,n € N. Si m mod n = 0, on dit que la division entiére est exacte. Dans ce cas, la décom-
position s’écrit simplement :

m=(m-=+n)-n
23.10.9 Bornes
Soit m,n € N et k = m <+ n. On sait déja que :

m modn >0

par la positivité des naturels. Supposons de plus que :

mmodn=m-—%k-n>n

on a alors :

m>n+k-n=(k+1)-n

ce qui est contraire au caractére de supremum de k. Par conséquent :

O0<mmodn<n-1

23.10.10 Solution

Soit m,n, k,r € N avec n # 0. Supposons que :

m==k-n+r

Par positivité des naturels, on a r > 0 et :

kE-n<m

d’ott I'on conclut par définition du suprémum que k£ < m < n. Si on a également :

r<n-—1

on a alors :

(k+1)-n=k-n+n>k-n+r=m

On en conclut que £k +1 > m <+ n. Donc :

m-=n==%

et :

mmodn=r
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23.10.11 Division de deux produits

Soit m,n, q,1,j,k € N avec n,j # 0 tels que :

m=q-n
1=k-j
On a alors les divisions exactes :
m-=n=gq
1+ =

De plus :

ce qui signifie que :

(m-i)=(n-j)=q-k

On a donc :
(m i)+ (n-j) = (m=+n)-(i+))
23.10.12 Plus grand commun diviseur
Soit m,n € N avec n # 0. On définit le plus grand commun diviseur de m et n par :

pged(m,n) = sup{k € N:m mod k = n mod k = 0}

Comme les divisions sont exactes, on a :

m = [m + pged(m, n)} - pged(m, n)

et :
n = [n <+ pged(m, n)| - pged(m, n)
23.10.13 Plus petit commun multiple
Soit m,n € N. On définit le plus petit commun multiple de m et n par :

ppem(m,n) = inf{k € N: k mod m = k mod n = 0}

Comme les divisions sont exactes, on a :

ppem(m, n) = [ppcm(m, n) -+ m} -m

et :

ppem(m, n) = [ppcm(m,n) - n} n
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23.11 Puissance

Soit m,n € N avec n # 0. Les puissances naturelles sont définies par :

m’ = 1

n 1

mt = m-m"

En appliquant récursivement la définition, on obtient :

ol le membre de droite compte n facteurs « m ».

23.11.1 Priorité

Nous convenons des régles de priorité :
m +nP =m + (n?)

m-n? =m - (nP)

valables pour tout m,n,p € N.

23.11.2 Somme en exposant

Soit m,n,p € N. On a :

mtP =m-...-m

ol le membre de droite compte n + p facteur m. En regroupant les n premiers facteurs dans une
premiére parenthése et les p facteurs restant dans la seconde, on a :

m" P =(m-..-m)-(m-..-m)

qui n’est rien d’autre que :

m"tP = m" . mP
23.11.3 Puissance d’un produit

(m-n)f=m-n-...-m-n

ou le membre de droite compte p facteurs m - n. La commutativité de la multiplication nous
permet de les regrouper les m d’un coté et les n de 'autre :

(m-n)f=m-..-m-n-...-n

c’est-a-dire :

(m-n)’ =mP-nP
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23.11.4 Puissance d’une puissance

Soit m,n,p € N. On a :

23.12 Factorielle

Soit n € N, n # 0. On définit la factorielle de n par :

o =1

nl = n-(n—1)
On a donc :

nl=n-n—1)-n—-2)-..-1=1-2-3-...-n

23.12.1 Priorité

On convient que :

23.13 Monoide

(N, +) et (N,-) sont des monoides.

CHAPITRE 23.

NATURELS



Chapitre 24

Entiers

Dépendances

— Chapitre 23 : Les nombres naturels

24.1 Principe général de 'extension

Nous allons a présent étendre progressivement les opérations vues sur les naturels. Le principe est
de partir d'un ensemble X et de construire un ensemble dérivé Y (souvent Y sera X?). Ensuite, nous
définissons 'opération étendue sur Y de telle sorte qu’elle vérifie les nouvelles propriétés demandées
en plus de celles déja acquises sur X.

24.2 Soustraction de naturels

On aimerait bien étendre la soustraction a deux naturels 7, j € N quelconques. Malheureusement,
nous avons vu que si ¢ < j, cette opération n’est pas définie. Pour contourner ce probléme nous
introduisons la notation différentielle :

ol (4, ) € N? est appelé nombre entier. Il ne nous reste plus ensuite qu’a définir convenablement
les autres opérations pour conserver les propriétés intéressantes qu’elles possédent sur N.

24.2.1 Notations

Soit 7 € N. On note aussi :

En particulier :

24.3 Addition

Soit 4, j, k,l € N. Pour conserver 'associativité et la commutativité, on doit avoir :

121
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(i—d)+k—-0)=>0+))—k—-1l=0+7)—(E+1)

Ceci nous incite a définir 'addition des entiers par :

(i,7) + (k, 1) = (i + 7,k + 1)

24.3.1 Neutre additif

Soit 7,7 € N.On a :

(=) +0-0)=0E+0)=(G+0)=i—7j

Pour tout n € N, la soustraction native des naturels nous dit que :

n—n=2>0

Afin de rester consistant, on impose que :

i—j={—4)+0=>G(—-j)+(n—n)=(i+n)—(j+n)

ou, en terme de couples :

(i,§) =(i+n,j+n)

Le neutre pour I’addition s’écrit donc :

0=0-0=n—-n=1(0,0)=(n,n)

24.3.2 Equivalence

On voit apparaitre les familles :

D(i,j)={(i+n,j+n):neN}

ou chaque élément de D(i,j) est équivalent & un autre. Nous noterons donc également :

i—j=D(,j)

24.4 Définition
On définit ’ensemble des nombres entiers par :
Z={i—j:ijeN}

ou i — j représente I'ensemble d’équivalence D(i, 7). En introduisant les symboles usuels, on a
donc :

Z={.,—5—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}
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24.4.1 Forme canonique

Soit 7,5 € N.
— Sii > j, le naturel ¢ — j existe et nous pouvons toujours ramener (i, j) par équivalence a :

On dit alors que (i,j) =7 — j est un entier positif.
— Sii < j, le naturel j — i existe et nous pouvons toujours ramener (i, j) par équivalence a :

On dit alors que (i,j) = ¢ — j est un entier négatif.

24.4.2 Signe

On définit 'ensemble des entiers positifs par :

Z* = {i = D(i,0) : i € N}

ainsi que l’ensemble des entiers négatifs :

7~ ={—i=D(0,i):i €N}

L’ensemble des entiers est bien entendu 'union des deux : Z =ZTUZ".

24.4.3 Inclusion

Nous pouvons associer a tout naturel ¢ un entier équivalent i — 0 = (¢,0). Pour cette raison, nous
dirons que tout naturel est également un entier, et nous noterons : N C Z.

24.4.4 Entiers positifs et naturels
Il existe une bijection f : N+ Z* définie par :

f(n)=(Mm,0)=n—-0=n

pour tout n € N. On assimile donc les deux ensembles en écrivant N = Z*.

24.5 Opposé

Soit 7,7 € N. On déduit de la définition de I'addition que :

(=)N+0-0)=0+)-0G+9)=(+5)-(+j)=0-0=0

ou, en terme de couples :

(,4) + (4,4) = (i + j,i+j) = (0,0) =0

On dit que 7 —i = (4,4) est 'opposé de i — j = (i, 7), et inversément. On le note :

—(i—j)=j—1i

ou :
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24.5.1 De l'opposé

On a clairement :

(=) =-0U-9=1i-7

ou :

_(_<Z7J)> = _(]72) = <Z7j)

L’opposé de 'opposé est I’entier lui-méme.

24.5.2 D’une somme

Soit u,v € Z et 1,5, k,l € N tels que :

u=1—17

v==Fk—1

(utv)+((—u) + (=v) = (=) + Kk =D))+ (G- +{—-F))

ce qui nous donne :

(u+v)+((—u)+(—v)=(+k+j+)—-(G+I+i+k)=0

On en conclut que la somme des opposés est égale & 'opposé de la somme :

(—u) + (=v) = =(u+v)

24.5.3 Notation

On note aussi :

—u—+v=(—u)+v

pour tout u,v € Z.

24.5.4 Moins un
Un cas particulier important :
—(1-0)=0—-1=-1

et :
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24.6 Soustraction d’entiers

Soit i, 7, k,l € N. Comme :

i+ (=) = (5,0 +(0,5) = (i,5) =i —j

On étend la soustraction a ’ensemble des entiers par :

(1,5) = (k1) = (4,9) + (=(k, 1)) = (i,5) + (I, k)
ce qu’on peut réécrire par :
u—v=1u-+(—v)

pour tout u,v € Z.

24.6.1 Propriétés

On a clairement :

24.6.2 Notation

On note aussi :

—u—v=(—u)—v

pour tout u,v € Z.

24.7 Ordre

Soit u,v € Z et 1,4, k,l € N tels que :
u=1t—j
v="Fk—1
Si nous voulons conserver la propriété de conservation de 'ordre sous I’addition, 'inégalité :
u=1—j3j<k—-1l=v
doit étre équivalente a :
(i—g)+j+l<(k=0+j+1

qui nous donne :

i+l1<k+j

Nous définissons I'ordre sur les entiers en affirmant que :

i—j<k—1
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si et seulement si :

i+l <j+k
24.7.1 Plus grand ou égal
Soit x,y € Z. On note aussi :
y>w
pour signifier que z < y.
24.7.2 Ordre strict
Soit z,y € Z. On note :
r <y
y >

lorsque x < y et x # .

24.7.3 Conservation

Soit u,v,w,z € Z et 1,5, k,l,m,n,r,s € N tels que :

u=1t—j

v="k—1
w=m-—n

z=r—=s

On a:

ut+w=(i+m)—(j+n)
vtz=(k+r)—(l+s)

Supposons que :

u<wv
w <z
On a:
1—7< k-1
m—-n<r-—s
ou :

1+ 1<j+k
mts<n-+r

L’ordre des naturels étant conservé sous ’addition, on a :
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t+l+m+s<j+k+n-+r

et :

(i+m)—(j+n)

IN

(k+r)—(+s)

c’est-a-dire :

ut+tw<v+z

L’ordre des entiers est conservé par I'addition.

24.7.4 Opposé

Soit u,v € Z tels que :

u<v
Comme :
—(u+v)=—(u+v)
on a:
—(u+v) < —(u+v)
et :

ut (=(u+0)) <o+ (=(ut0))

En développant, on a :

—v=u—u—v<v—u—v=-—u

c’est-a-dire :

—u > —v

L’ordre sur les opposés est I'inverse de 1’ordre original.

Signe

Soit z € Z. Siz>0,0n a:

Inversément, si z < 0, on a :
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24.7.5 Positifs et négatifs

Soit u € Z* et i € N tel que :

t+0>0+0

et :

i1—0>0-0=0

On en déduit que u > 0. Réciproquement, soit u € Z et i, j € N tels que :

u=1—7
Siu>0,o0na:

i—j >0
et :

P>

On peut donc mettre u sous la forme canonique :
u=(i—j,0)€Z"
On a donc :
Zt={u€Z:u>0}
On montre aussi que :
Z~=={u€eZ:u<0}

Par analogie avec les naturels, on dit que les entiers positifs sont les successeurs de 0 et les entiers
négatifs les prédécesseurs de 0.

24.8 Signe

La fonction signe est définie par :

) 1 si z>0
sien(z) =0 _1 4. <o

pour tout z € Z.
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24.9 Valeur absolue

Soit z € Z. On définit la valeur absolue de z par :

|z| = max{z, —z}

On a donc :

—2 s1 2 <0

z si z>0
2] =

Comme le nombre positif 'emporte toujours sur le négatif dans le maximum, on a :

|z| >0

On vérifie que :

lz +y| < o] + |yl

pour tout x,y € Z.

24.10 Multiplication

Soit u € Z. Le naturel 0 est absorbant pour la multiplication. On souhaite conserver cette propriété
pour l'entier 0 =0 —0 :

Soit u,v € Z. Si nous voulons conserver la distributivité, il faut que :
w-v+(—u)-v=(u+(-u) - v=0-v=0

On en conclut que :

On a aussi :

et :

Enfin :
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24.10.1 Définition
Soit u,v € Z et i, 5, k,l € N tels que :

u=1—7
v=Fk—1
On a:

w-v=(i—j)-(k=1)=(i+(=j) - (k+(=1))

La distributivité nous donne :

w-v=7i-(k+(=0)+(=j) - (k+(=1))
En l'utilisant une nouvelle fois, on arrive & :
wov =ik (=) + (=) - k+ (=) - (<)
ou :
wv=i-k—i-l—j-k+j-l=0-k+j-1)—@G-1+7-k)

On définit donc la multiplication d’entiers par :

(t,7)- (k,))=(G-k+j-l,i-l+7 k)

24.10.2 Entiers positifs

Soit u,v € Z tels que u,v > 0. On peut trouver des naturels ¢, 7 tels que :
u=1—0
v=75-0
On a:
w-v=>i-0)-(j—-0)=((-7+0-00—(i-04+0-5)=i-7—0=1i-j

La multiplication d’entiers positifs correspond a celle des naturels.
24.10.3 Lien avec ’addition
Soit u,v € Z avec v > 0 et 7,7, k € N tels que :
u=1—7
v=k—0
On a :
v-v=0—37)-(k=0)=0G-k+7-00—(G-k+i-0)=i-k—j-k

En additionnant £ fois le méme terme wu, on obtient :

u+..+tu=i-k—j-k=u-v
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24.10.4 Commutativité

La commutativité de la multiplication sur les entiers découle de celle sur les naturels :

(k=0)-(i—j) = (k-i+l-j)—(k-j+1-1)
= (i k+j-0)—(i-1+j k)
(i —3)- (k=1)

24.10.5 Associativité

Soit u,v,w € Z. Si u,v,w > 0, on peut les associer aux naturels 7, j, k£ € N par :

u=1:—0

v=75—0

w=k—0
On a alors :

U-v==1-j
et :

v-w=7-k
On a donc :

(w-v) - w=0G(-37)(k—=0)=i-j-k—0=i-j-k

et :

w-wow)=(i—0)-(-k)=ij-k—0=i-j-k

On en conclut que :

(u-v) - w=u-(v-w)

Si un ou plusieurs entiers sont négatifs, soit —u, —v, —w, on a :

((=u)-v) - w=(=(u-v)) - w=—=((u-v) w)

et :
((—u)-v) w=—(u-(v-w)) = (-u) (v w)
(u-v)- (—w) =—=((u-v)-w)
et :

(w-v) -0 = (- (0-w)) = u (~(0-w) = u- (0 (~w))
Les autres cas sont semblables, on a donc :
u-v-w=(u-v) - w=u-(v-w)

pour tout u,v,w € Z.
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24.10.6 Neutre
On a:

(=) 1= (i=3) (1=0) = (i 14+j-0)= -0+ 1) =i~

et :

L(i=j)=(@—-j)-1=i—j

L’entier 1 = 1 — 0 est le neutre pour la multiplication.
24.10.7 Notation
On note aussi :
—u-v=—(u-v)

pour tout u,v € Z.

24.10.8 Moins un
On a:

(_1) ’ (iaj) = _<1 ) (Zvj)) = _(i’j)

Un cas particulier important :

24.11 Ordre et multiplication

24.11.1 Conservation simple

Soit x,y, 2z € Z avec z > (. Supposons que :

z <y

On a alors :

rzz=z+. .+ <y+..ty=y-z

L’ordre est conservé lorsqu’on multiplie les deux membres de I'inégalité par un entier positif. Par
contre :

x(—2)=—x-2>—-y-z2=y-(—2)

L’ordre est inversé lorsqu’on multiplie les deux membres de I'inégalité par un entier négatif.
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24.11.2 Conservation double

Soit x,y,u,v € Z vérifiant :

<y
u<wv
Sic:
x,y,u,v >0
on a:

z-u<z-v<y-v

24.12 Notation décimale

Soit le tuple :

(i07 ila Z'27 "'in—la Zn) € {Oa ]-7 27 37 4a 57 67 77 87 9}n+1

La notation décimale associée est définie par :

nin_1..d9i100 = o + 11 - 10 + i - 10> 4+ ... + 4,1 - 10" L 44, - 107

pour les entiers positifs et :

—ipln_1...i20150 = — (io + i1 - 10 + iz - 10° + .. + 4y - 10" + 4, - 10")

pour les entiers négatifs. Exemple :

~7512 = — (2+1-10 +5- 10> + 7- 10%)

24.13 Division entiére et modulo
Soit m,n € N, avec n # 0. Soit :
k= m=n
= mmodn

On veut étendre la division entiére a Z en conservant la décomposition :

m==k-n+r

On note que :

m=(—k) - (—n)+r

On en déduit 'extension :

m-+(—n)=—k=—(m-=+n)

et :

m mod (—n) =r =m mod n
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On note que :

-m=k-(—n)—r

On en déduit extension :

(—m)+(—n)=k=m-=+n

et :

(—=m) mod (—n) = —r = —(m mod n)

On note que :

On en déduit 'extension :

(—m)+n=—k=—(m-+n)

et :

(—m) mod n = —r = —(m mod n)

24.14 Puissance

Soit z € Z et n € N. On définit les puissances par :

=1

zn — Z'Zn_l
On a donc :

2=z z

2™ est égal au produit de n facteurs z.

24.15 Anneau

(Z,4+,-) est un anneau.

24.16 Propriétés

La majeure partie des résultats démontrés sur N reste valable sur Z. On le vérifie aisément en
utilisant les définitions étendues. Exceptions :
— La positivité des naturels (voir section 23.5), qui est remplacée par la positivité de la valeur
absolue



Chapitre 25

Rationnels

Dépendances

— Chapitre 23 : Les nombres naturels
— Chapitre 24 : Les nombres entiers

25.1 Fractions

Soit a,b € Z. On aimerait bien généraliser la division entiére de sorte qu’elle soit tout le temps
exacte. Comme ce ne sera en général pas le cas, on contourne le probléme en introduisant la notation
fractionnaire :

g = (a7b>

ol (a,b) € Z? est appelé nombre rationnel. Le nombre a est appelé le numérateur et b le dénomi-
nateur. La division entiére :

a-+b

n’étant pas définie lorsque b = 0, nous imposerons comme seule restriction que b soit non nul.

Notations

On note aussi les fractions par :

a
b= -
a/ 7
Lorsque b = 1, on note plus simplement :
a
= — = 1
et donc en particulier :
= 1/1
0 = 0/1
-1 = —-1/1

Attention

Ne pas confondre les couples (.,.) fractionnaires de ce chapitre avec les couples différentiels du
chapitre 24 traitant des entiers.

135
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25.2 Produit

La notation fractionnaire étant destinée a représenter une division exacte, nous devons conserver
les propriétés de la division entiére dans le cas ou elle est également exacte. Comme on a :

(m=mn)-(i+j)=(m-i)+(n-])

pour tout m,n,, 7 € Z tels que :

mmodn =imodj =0
on définit le produit entre rationnels par :

a-c

b-d

Ul O

¢
b
ou :
(aub) ’ <C7d) = (CL'C,b'd)
pour tout a, b, c,d € Z vérifiant b, d # 0.

25.2.1 Commutativité
Soit a, b, ¢,d € Z vérifiant b,d # 0. On a :

@ c_ac_ca_c¢
b d b-d d-b d

La multiplication entre rationnels est commutative.

> e

25.2.2 Associativité
Soit a,b,c,d, e, f € Z vérifiant b,d, f # 0. On a :

a C e _CL C-G_CL'C'G
E'[E'?} b d-f b-d-f
a C 6_@0 6_&'6'6
[6 Zz}'}_b_ fobd-f

On en conclut que :

25.2.3 Neutre multiplicatif
Soit n € Z avec n # 0. On a :

El_ﬁl a-l_a
b b 1 b-1 b

Le rationnel 1 = 1/1 est le neutre pour la multiplication. Comme :

n-=n=1
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on impose que :

Cette contrainte nous donne :

pour tout a,b € Z avec b # 0.

25.2.4 Equivalence

On voit apparaitre les familles :

a-n
F(a,b):{—:neZ, n#O}
b-n
ou chaque élément de F'(a,b) est équivalent & un autre. Nous noterons donc également :

%:F(a,b)

25.3 Deéfinition

On définit 'ensemble des nombres rationnels par :

Q:{%:a,bez, b;«éo}
25.3.1 Naturels
Se rappelant que tout a € Z peut s’exprimer comme la soustraction de deux naturels i, j :

a=1—7

on arrive a la formulation équivalente :

fi=g
Q—{k_l.z,j,k,leN,k#l}
25.3.2 Inclusion

Nous pouvons associer a tout entier a un rationnel équivalent (a,1) = a/1. Pour cette raison,
nous dirons que tout entier est également un rationnel, et nous noterons : Z C Q.

25.4 Inverse
Soit a,b € Z avec a,b # 0. On a :
a b a-b
b a b-a

On dit que b/a est I'inverse de a/b et réciproquement. On le note :

() =

=1
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25.4.1 De l'inverse

On a clairement :

@ -F -

L’inverse de I'inverse d’une fraction est égal a elle-méme.

25.4.2 D’un produit
Soit a,b,c,d € Z\ {0}. On a :

On en conclut que :

25.5 Addition

25.5.1 Dénominateur commun

Soit a,b,n € Z avec n # 0. On voit que :

a b b 1

n n

a 1 1 ) 1
—_— —_ . — =qa- — R
1 n 1 n n n
Si on veut conserver la distributivité de la multiplication sur ’addition, on doit donc avoir :
b 1 a+bd

L P A
n n n n

Pour additionner deux fractions possédant un méme dénominateur, il suffit d’additionner les
numeérateurs.

25.5.2 Générique

Soit a,b,c,d € Z avec b,d # 0. Tentons a présent d’obtenir une expression de la somme (a,b) +
(¢, d). Multipliant la premiére par d/d = 1 et la seconde par b/b = 1, il vient :

@, c_ad cb
b d b-d d-b

Comme les deux fractions du membre de droite ont un méme dénominateur, on a finalement :

g_'_f_a-d—l—c-b
b d b-d
25.5.3 Neutre additif
Soit a,b € Z avec b # 0. On a :
@ 0=, 0_al140-b_a
b b1 b-1 b

Le rationnel :
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0
0=-
1
est le neutre pour 'addition. On a aussi :
0 O0-n O
—_——= —_— = —_ = 0
n 1l-n 1
25.6 Opposé
Soit m,n € Z. On sait que :
(~m) +n=—(m+n)
m =+ (—n) = —(m+n)

(—m) = (—n)=m-=+n

A-t-on les méme propriétés pour les rationnels ? Soit a,b € Z avec b # 0. On a :

a —a a—a 0 0
VY Ty T b
L’opposé de a/b est donc —a/b :
_—a
b b
On a également :

et :

—a  (~1)-

—b (=1)-(-b)

~—
—~
|
Q
~—

25.7 Représentation canonique

Soit un rationnel x € Q et des entiers a,b € Z vérifiant b # 0 et :

Tr =

b
Sib > 0, on pose :
m=a
n =
et on a :
m
r=—
n
avecn > 0.Sib < 0, on pose :
m=—a
n=-—b

et ona:



140 CHAPITRE 25. RATIONNELS

a —a m
T = — = —

b:—_b_n

avec n. > 0. On peut donc toujours se ramener a la représentation canonique :

oum,n € Zetn > 0.

25.8 Soustraction

Soit a,b, c,d € Z avec b,d # 0. On définit :

E_g+—_c_a-d—c-b
d b d b-d

b
25.9 Ordre

Soit a, b, ¢, d € Z avec b,d # 0. Nous allons étendre 'ordre sur ’ensemble des rationnels en impo-
sant que la multiplication par un nombre strictement positif conserve ’ordre et que la multiplication
par un nombre strictement négatif I'inverse. Soit I'inégalité :

a _c
<z
b~ d
— Supposons que b, d > 0. En multipliant par b-d > 0, on voit que I'inégalité est équivalente
a:
a-d<c-b
Nous dirons donc que :
a ¢
<z
b~ d
si et seulement si :
a-d<c-b

— Supposons que b < 0etd>0.0Onab-d < 0 et 'inégalité est équivalente a :

a-d>c-b
Nous dirons donc que :
a _c
<z
b~ d
si et seulement si :
a-d>c-b

— Supposons que b > 0et d < 0. Onab-d < 0 et I'inégalité est équivalente a :

Nous dirons donc que :

Sl S
VAN
ISH e
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si et seulement si :

a-d>c-b

— Supposons que b,d < 0,onab-d=(—b) - (—d) > 0 et I'inégalité est équivalente & :

a-d<c-b
Nous dirons donc que :
a _c
<z
b~ d
si et seulement si :
a-d<c-b

25.9.1 Positifs et négatifs

On définit les ensembles des rationnels positifs et négatifs par :

Q"={z€eQ:2>0}

Q ={re€Q:2<0}

Soit un rationnel z sous la forme canonique :

a
r= -
b
Si x est négatif :
a 0
r=-<0=-
b — 1
on a par définition :
a-1<0-0=0
autrement dit :
a<0
Invérsément, si x est positif :
a 0
r=—->0=~
b — 1
on a par définition :
a-1>0-b=

autrement dit :
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25.9.2 Invariance sous multiplication

Soit les rationnels z, y, z sous forme canonique :

a
= -
b
_c
Y=
e
z=—
f
avec a,b,c,d,e, f € Z et b,d, f > 0. On suppose que z > 0, c’est-a-dire :
e>0
et que :
z <y
c’est-a-dire :
a-d<c-b

L’ordre entre entiers est conservé par la multiplication de 'entier positif e - f :

a-e-d-f<c-e-b-f
Par définition de I'ordre entre rationnels, on en déduit que :

S
9

c-e

<

S
—
IS
—

c’est-a-dire :
rz-2<y-z

L’ordre entre rationnels est conservé sous la multiplication d’un rationnel positif.

25.9.3 Invariance sous addition

Soit les rationnels z, z, u, v sous forme canonique :

a
=3
_c
V=3
e
T
oY

h

On suppose que :

r <y
u<wv

c’est-a-dire :
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IN

SalRS
Sl alo

IA

| o

ou :

e-h<g-f
L’ordre entre entiers étant conservé sous la multiplication de f-h > 0, on a:
L’ordre entre entiers étant conservé sous la multiplication de b-d > 0, on a :
e-h-b-d<g-f-b-d
L’ordre entre entiers étant conservé sous l’addition, on a :
a-d-f-h+e-h-b-d<c-b-f-h+g-f-b-d
En utilisant la distributivité, on en déduit que :
(a-f+e-b)-d-h<(c-h+g-d)-b-f
ou, par définition de 'ordre entre rationnels :

a-f+e-b<c-h+g-d
b-f - d-h

qui n’est rien d’autre que :

Syl
| ®
VAN
ISH
>

c’est-a-dire :

r+u<y+ov

L’ordre entre rationnels est conservé sous 1’addition.

25.9.4 Invariance sous soustraction

Soit les rationnels z, z, u, v tels que :

En ajoutant :

a la seconde inégalité, on obtient :

u+ (—u)+ (—v) > v+ (—u) + (—v)

qui se simplifie en :
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ou :

—u < —v

On a donc :

e+ (-u) <y + (=)

c’est-a-dire :

T—u<y—v

25.10 Signe

La fonction signe est définie par :

. 1 sixz >0
Sen@) =3 1 G. <o

pour tout x € Q

25.11 Valeur absolue

Soit x € Q. On définit la valeur absolue de x par :

|z| = max{x, —x}

25.12 Notation décimale

Soit les tuples :

(39, ..., 7m) € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}™ "
et :

(jla 7]71) € {07 17273a475767 7a879}n

La notation décimale associée est définie par :

oo ios J1oen = G0+ oot i - 107 4 1 < = s+ —
m---20,J1---Jn = 10 m n 10 In 107

pour les rationnels positifs et :

1 1
00y J1eeJn = — G0+ oo F 0 - 10" + 1 - — 4+ oo+ G- ——
Im-10, J1---] (zo—l— +1 0" + 5 10—1— +J 10”)

pour les rationnels négatifs. Exemple :

1 1
—7512.34=—(2+1-10+5-10>4+7-103+3 - — +4. —
, <+ + + + 10+ 102)

RATIONNELS
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25.13 Division

Soit x,y € Q et a,b,c,d € Z avec b,c,d # 0 et :

a
= -
b
_c
Y=
On dit que g € Q est la division de x par y et on le note :
x
—_ = q
Y
si:
r=q-Yy
Multipliant par y !, on a bien sur :
ol a d
La division de deux fractions s’écrit donc simplement :
r a/b a d
y c/d b c

25.14 Puissance

Soit m,n € N et a,b € Z. Les puissances positives s’étendent facilement aux fractions :

() =555

On définit de plus les puissances négatives par :

")

Mais comme un produit d’inverses est égal a I'inverse des produits, on a également :

a\—n am\
()= ()
25.14.1 Somme en exposant

Soit x € Q. On vérifie que :

:L,m—i-n:ajm an
m
_ _ s
xmn:‘xm.xn
xn
n
_ _ X
mern xmxn:
xrm
o _ _ 1
xmn:xm J:n:

145
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On a donc bien :
=gt

pour tout ¢, 7 € Z.

25.15 Carré

Le carré est la deuxiéme puissance d’un nombre :

25.15.1 Positivité

Soit z € Q. Si x > 0, on pose p = z. On a donc p > 0. La multiplication par un rationnel positif
ne modifiant pas l'ordre, on a :

pPP=p-p>0-p=0

Le carré est donc également positif :

x2:p220
Sixz <0, on pose p=—zx. On a donc p > 0. On voit que x = —p et que :

w’=(-p)?=(-p)-(-p)=p-p=p*20

On a donc :

22 >0
pour tout x € Q.

25.15.2 Ordre

Soit x,y € Q vérifiant :

z,y >0
et :

r <y

Comme z > 0, I'inégalité x < y est conservée sous la multiplication par x :

x2:x-a:§y-x

Comme y > 0, I'inégalité x < y est conservée sous la multiplication par y :

zoy<y-y=y’

En rassemblant ces résultats, il vient :

P <y-r=x-y<y

on a donc :

7? < y?

La fonction f : x +— 22 est croissante sur I’ensemble des rationnels positifs.
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25.15.3 Bindme

Soit x,y € Z. En utilisant la distributivité, on obtient :

(+y)l=(@+y) - (@+y) =z - (z+y) +y-(x+y)

En l'utilisant une seconde fois, on arrive a :

(z+y)l=z-z+z-y+y-x+y-y

En utilisant la commutativité, on arrive au développement :

(z+y)P=2"+z y+z-y+y’

que l'on peut réexprimer comme :
(z+y)=a"+2-2-y+y’

Différence

On a:

(z—y)’ =@+ ()’ =2"+2-2-(—y)+y°

et donc :

(z—y)P=a*~2-2-y+y

25.16 Corps

(Q,+,-) est un corps commutatif.

25.17 Densité

Soit le rationnel € € QQ vérifiant € > 0 exprimé sous la forme canonique :

m
€= —
n

avec m,n € Z et n > 0. Comme € est strictement positif, on a :

m > 0

Existe-t-il un rationnel intermédiaire ¢ vérifiant :

0 <9 <e
Posons :
m
0= —
2n
Il est clair que 6 > 0. On a :
n < 22n

En multipliant par m > 0, on obtient :

m-n<m-2-n
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Par définition de 'ordre sur les rationnels, cette inégalité est équivalente & :

f=-r <« Do
2n n
On en conclut que :
0 <d <e
25.17.1 Rationnels distincts
Soit les rationnels x, y vérifiant :
T <y

On pose :

e=y—z >0

On peut trouver un rationnel ¢ tel que :

0 <6 <ce
En additionnant cette inégalité avec :

r<z<uw
on arrive a :

r<x+d < THe

Soit :

z=x4+9
Comme :

r+e=x+y—r=y

on a :

r < z<uy

On peut toujours trouver un rationnel strictement compris entre deux rationnels distincts.



Chapitre 26

Fonctions et opérations

Dépendances
— Chapitre 10 : L’algebre
— Chapitre 23 : Les naturels

— Chapitre 24 : Les entiers
— Chapitre 25 : Les rationnels

26.1 Opérations induites

Soit les fonctions f, g € B4 et % une opération sur A. On définit alors la fonction f % g par :

(f % g)(x) = f(x) * g(x)

pour tout x € A. Nous avons ainsi défini une opération sur B :

x: B* x BA — B4

induite par la loi équivalente sur B.

26.1.1 Usuelles

Sur les anneaux et les corps, ou sur tout ensemble ot sont définies les opérations usuelles 4+, —, -, /,
on aura ainsi :
— les sommes : (f + g)(x) = f(x) + g(z)
— les produits : (f - g)(z) = f(x) - g(x)
— les soustractions : (f — g)(x) = f(z) — g(x)
) =

(
— les divisions : (f/g)(z
pour tout z € A.

26.2 Opposé et inverse

Soit la fonction f € BA. Si I'inverse pour I'addition — f(z) existe pour tout = € A, on définit la
fonction opposée — f par :

pour tout x € A. On a alors :
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Si I'inverse pour la multiplication 1/f(x) existe pour tout € A, on définit la fonction 1/f par :

(1/f)(z) =1/ f(2)

pour tout x € A. On a alors :

foaf=1

26.3 Opérations mixte

Soit la fonction f € B4 et ¢ € B. Etant donnée une opération % définie sur B, on définit les
opérations mixtes f % c et ¢ % f par :

(f % c)(x) = flx) % c
(cx f)(z)=cxf
pour tout x € A. Dans le cas ou 'opération % définie sur B est commutative, on a bien entendu
fxc=cxf.
Sur les ensembles ot sont définies les lois usuelles +, —, -, /, on aura ainsi :
— les sommes :

— les produits :

— les soustractions :

— les divisions :

pour tout x € A.

26.4 Commutateur

Notons qu’en général la composée n’est pas commutative. On peut en effet trouver des fonctions

frg: A Atelles que fog+#go f.
Cette constatation nous améne a la notion de commutateur. Il s’agit d’une fonction [f,g] : A— A

définie par :

[f,9l=fog—gof

Cet opérateur est clairement antisymétrique :

Dans le cas particulier ou [f, g] = 0, on dit que les fonctions f et g commutent.
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26.5 Puissance fonctionnelle et puissance

Attention & ne pas confondre exposant de la fonction et exposant de la valeur de la fonction en
un point :

fla)" = f(z) fl2)" " # f(x) = (fo ["7)(x)

26.6 Noyau

Le noyau d’une fonction f : A — B est 'ensemble des © € A ol les valeurs de f sont égales au
neutre pour 'addition :

kerf={x € A: f(z) =0}

26.7 Support d’une fonction

Le support d’une fonction f : A — €2 est 'adhérence de ’ensemble des points ot f prend une
valeur non nulle :

supp f = adh{z € A: f(z) # 0}

Remarque

Attention & ne pas confondre le suprémum d’un ensemble, noté « sup » avec un seul « p », avec
le support, noté « supp », qui prend deux « p ».
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Chapitre 27

Fonctions indicatrices

Dépendances

— Chapitre 10 : Les structures algébriques
— Chapitre 12 : Les ordres

— Chapitre 23 : Les naturels

— Chapitre 24 : Les entiers

— Chapitre 25 : Les rationnels

27.1 Deéfinition

Soit un ensemble de référence €2 et A C ). La fonction indicatrice

(SAIQH{O,l}

associée a I’ensemble A permet de déterminer si un élément quelconque de ) appartient ot non
a A. Elle est définie par :

27.1.1 Crochets

On note aussi :

et :

27.2 Ensemble vide

Notons en particulier que :
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27.3 Ordre

Soit A, B C Q avec A C B. On voit que :

— pour tout x € A, on a aussi x € B et d4(z) = dp(x) =
— pour tout x € Q\ A, on a d4(z) =0 < dp(z)

On en conclut que :

da(x) < 0p()

pour tout x € (), c’est-a-dire :

04 <0p

L’ordre des fonctions indicatrices correspond & l’ordre inclusif des ensembles.

27.4 Intersection

Soit A, B C 2. On voit que :

—siz€e ANB,onada(x) dp(r)=1-1=1=6[ANB|(x)
—siz€e AN(Q\ B),onadus(z) - dp(x)=1-0=0=94
—size (Q\A)NB,onad,(z) dp(x)=0-1=0=46ANDB|(z)
—sizeQ\(AUB),onadas(x) 6 0-0=0=20

Donc :

S[ANDB|=04-05

27.5 Union d’ensembles disjoints

Si AN B =0, on a clairement :

S[AUB] =64+ 65

27.6 Différence
Soit les ensembles A et B. On a la décomposition :
A=(A\B)U(ANDB)
On sait que les deux sous-ensembles sont disjoints :
(A\B)N(ANB)=10
On a donc :
04 =06[A\ B]+d6[AN B
On en conclut que :

S[A\B] = d,—6[AN B
— 54—84-05
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27.7 Union d’ensembles quelconques
Soit les ensembles A et B. On a la décomposition :

AUB=(A\B)UB

On voit que les deux sous-ensembles sont disjoints :

(A\B)NB=10

On en conclut que :

S[AUB] = 8[A\ B] + 5

Reprenant ’expression de la différence, on a finalement :

0[AUB] = 64+ —6[ANB]
= 04+05—04-05
27.8 Produit cartésien

Pour tout (z,y) € Ax B, on a:

O[A X B](x,y) = da(x) - 05(y)

27.9 Delta de Kronecker

Considérons I'ensemble I C % défini par :

I={(i,j) €Q*1i=j}

Le delta de Kronecker est simplement :

67Lj == 6I<Z7j)

On a donc :

Notation

On note aussi :

8 =8 =4,
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Chapitre 28

Parité

28.1 Définition

On dit qu’'une fonction o : R — R est paire si :

o(—z) = o(z)

pour tout réel x. Inversément, on dit qu’une fonction a : R +— R est impaire si :

a(—z) = —a(x)

pour tout réel x.

28.2 Décomposition

Soit une fonction ¢ : R — R. La fonction o définie par :

1

o(w) = 5 |¢(@) + (=)

pour tout réel x vérifie :

o(-2) = 5 [el=2) +o(@)] = 5 [¢(@) +o(~0)] = o(@)

Cette fonction est donc paire. La fonction o définie par :

2
Cette fonction est donc impaire. On voit que :

o(2) +ala) = 5 [ole) + 9(~2) + o(x) — 9(~2)] = 2 le) = ()

On a donc la décomposition :

p=0+«

ol o est paire et o impaire. On dit que o est la composante paire de ¢ et que a est la composante
impaire de ¢-
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Chapitre 29

Distances

Dépendances

— Chapitre 10 : Les structures algébriques
— Chapitre 12 : Les ordres
— Chapitre 21 : Les topologies

29.1 Définition

Afin de généraliser le plus possible la notion de distance au sens usuel, nous allons nous poser
la question : quelles sont les caractéristiques fondamentales d’une distance ? Nous en déduirons les
propriétés que doit respecter une distance générique.

Soit I’ensemble 2, un corps K et une fonction 0ist : {2 x {2 — K représentant une distance entre
deux éléments de I’ensemble €. Choisissons des éléments quelconques x, y, z € 2. Au sens usuel, une
distance entre deux objets est clairement positive :

Oist(z,y) >0

Elle est également symétrique puisqu’on obtient la méme distance lorsqu’on intervertit les objets :

dist(z, y) = ist(y, x)

Par ailleurs , la distance entre deux objets identiques doit évidemment étre nulle :

dist(z,2) =0

On impose également que le seul élément y qui puisse étre a distance nulle de x soit 1’élément x
lui-méme :

dist(z,y) =0 = z =y

Enfin, il est toujours plus court d’aller directement de x & z plutot que de passer par une étape
y. On a donc l'inégalité triangulaire :

oist(z, z) < oist(x,y) + dist(y, 2)

Remarque

Parfois, au lieu d’imposer ’égalité de deux éléments situés a distance nulle 'un de l'autre, on
impose juste ’équivalence suivant un critére prédéfini :

dist(z,y) =0 = z=y
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29.2 Distance a un ensemble

Quelle est la distance a parcourir d’une ville donnée lorsqu’on désire se rendre dans un certain
pays? On a envie de dire que la distance est parcourue dés que 'on a atteint la frontiére du pays en
question. Comme on choisit généralement le chemin le plus court pour arriver a destination, on se
rend compte que la distance ville - pays est le minimum des distances entre la ville et tous les points
appartenant au pays.

Maintenant, remplagons la ville par un élément x € €2 et le pays par un ensemble A C ().
On définit simplement la distance de x & A comme étant l'infimum des distances de x a un point
quelconque de A :

Oist(z, A) = ir€1£ Oist(x, a) = inf{dist(z,a) : a € A}

Inclusion

Si B C A, on en déduit directement que :

dist(a, A) < dist(a, B)

Notation

On note aussi :

Oist(A, a) = dist(a, A)

Self-distance

Soit a € A. Comme dist(a,a) = 0 et que la distance dist(a,b) > 0 pour tout b € A, on voit que
le choix b = a minimise 0ist(a, b) sur A. Donc :

Oist(a, A) =0

pour tout élément a € A.

29.3 Distance inter-ensembles

La distance entre deux ensembles A et B est I'infimum des distances possibles entre les couples
(a,b) e Ax B :

dist(A, B) = inf{dist(a,b) : (a,0) € A x B}

On a bien évidemment :

vist(A, B) = inf{dist(a, B) : a € A} = inf{dist(4,b) : b € B}

29.4 Boules

Les boules sont la généralisation des disques et des sphéres. Or, ce qui caractérise ces entités,
c’est qu’elle incluent des points x vérifiant dist(x,c) < r, ou c est le centre et r le rayon. On définit
par conséquent la boule fermée Blc, r] par :

Blc,r] = {x € Q:vist(z,c) <r}
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ou r est un réel positif.
Si 'on veut que la distance soit strictement inférieure a r, on considérera plutot la définition de
la boule ouverte :

B(c,r) = {x € Q:oist(x,c) < r}

29.5 Topologie métrique

La topologie usuelle définie sur les ensembles munis d’une distance est celle générée par les boules
ouvertes, soit les éléments de la collection :

B={B(cr):ceQ, rek, r > 0}

La topologie métrique ¥ s’écrit donc :

T = Topo(B,Q?)

Toute union de boules ouvertes est donc un ouvert.

29.6 Intérieur

Soit A C Q.

— Soit x € int A. L’élément x appartient donc & un ouvert U contenu dans A. Comme = € U, on
a U # (0. On en conclut que U doit étre une union de boules ouvertes. On peut donc trouver
una €U etund > 0 tel que x € B(a,d) C U. Comme d = dist(a,z) < d,onad—d > 0.
Soit e =9 —d et y € B(x,e). On a :

dist(a,y) < vist(a, x) +0ist(z,y) < d+e=9
Donc B(z,¢) € B(a,d) CU C A et dist(z, 2\ A) > 0.

— Reéciproquement, si z € Q vérifie d = dist(z, 2\ A) > 0, on a z € B(z,d/2) C A. L’¢lément
z appartient donc a un ouvert contenu dans A. Il appartient donc & 'union des ouverts inclus
dans A, c’est-a-dire z € int A.

On conclut de ce qui précéde que :

int A={xe€Q:oist(z,Q\ A) > 0}

29.7 Adhérence

On voit que :

int(2\ A) = {z € Q:oist(x,A) > 0}

Le complémentaire de cet ensemble est bien sur constitué des x € Q vérifiant dist(z, A) = 0. Or,
nous avons vu que ce complémentaire n’est rien d’autre que ’adhérence de A :

adh A = {x € Q : dist(x, A) = 0}
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29.8 Adhérence carrée
Soit z € 2, A C Q et :

B =adhA
C =adh B =adhadh A

Soit ¢ € C'. Pour tout € € K avec € > 0, on peut trouver b € B tel que :

dist(c,b) <€

et ensuite a € A tel que :

dist(b,a) < e

On a donc :

oist(c, a) < dist(c, b) + Oist(b,a) < e+¢

L’infimum est par conséquent nul :

dist(c, A) = inf dist(c,a) =0

a€A

On en déduit que ¢ € adh A. Nous venons de montrer que :

adhadh A C adh A

Mais comme l'inverse est également vrai, on a :

adhadh A =adh A



Chapitre 30

Limites

Dépendances

— Chapitre 29 : Les distances

30.1 Définition

Soit les ensembles E, FF munis respectivement des distances 0istg et 0istp, un sous-ensemble
D C FE et la fonction f : D — F. Comme la distance utilisée est sans ambiguité d’aprés la nature
des objets dont elle mesure 1’éloignement :

Oist(z,y) = Oistg(x,y) © 2,y € E
Oist(z,y) = Oistp(z,y) © z,y € F

on note dans la suite de ce chapitre 0ist a la place de distg et de distp.

Plagons nous dans A C D. Nous nous intéressons au cas ou f(x) se rapproche de plus en plus d’'un
certain L. € F lorsque z € A se rapproche suffisamment d’un certain a € E. Pour toute précision
e € K, e > 0 aussi petite que 'on veut, on doit alors pouvoir trouver un niveau de proximité d(e) € K,
d(e) > 0 tel que :

dist(f(z), L) < e

pour tout les x € A vérifiant :

oist(z,a) < d(e)

Si cette condition est remplie, on dit que L est la limite de f en a, et on note :

T /(@) = L
TEA

30.1.1 Notations

Lorsque I’ensemble A est évident d’aprés le contexte, on note simplement :
ln f(a) = liy f()
€A
Au lieu de noter ’ensemble, on peut citer les conditions qui le définissent. Ainsi par exemple :
lim f(z) = lim f(x)

T—a T—a
T#a z€X(a)

ou :
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X(a) = D\ {a}

Autre application :

lim /() = Jim, f(2)
z<a z€l(a)

ou :

I(a)={zreD:zx<a}

30.1.2 Remarque

Rien n’impose que a appartienne a A. L’existence de la limite de f en a n’implique donc pas que
la fonction f soit définie en a.

30.1.3 Unicité

Supposons que b et ¢ soient deux limites de f en a. Soit ¢ > 0. On peut alors trouver un o > 0
tel que :

dist(f(z),b) < %

pour tout z vérifiant dist(x,a) < et un 5 > 0 tel que :

oist(f(x),c) <

N |

pour tout z vérifiant dist(x,a) < 5. Posons 6 = min{«, $}. Si x vérifie dist(z,a) < J, on a :

{ oist(f(x),b), vist(f(x),c) } <
et :

dist(b, ¢) < dist(b, f(x)) + dist(f(z),¢) < % n g — ¢

Comme ce doit étre vrai pour tout e strictement positif, on en conclut que dist(b, c) = 0, c’est-a-
dire b = c¢. La limite est donc unique.

30.1.4 Inclusion des boules
Soit :
Bi(6) = B(a,5) N A
By (e) = B(f(a),€)

La définition de la limite revient a exiger que, pour tout ¢ > 0, on puisse trouver un § > 0 tel
que tout élément de B (J) auquel on applique la fonction f se retrouve dans Bs(e). Autrement dit,

f(B1(6)) € Ba(e).
30.1.5 Limite de la distance

Si L est la limite de f en a, la distance doit converger vers zéro par définition :

lim dist(f (), L) = 0

z€A
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30.2 Chemin

Supposons qu’il existe des sous-ensembles A, B C D tels que :

lim f(x) # lim f(x)
€A reB

On dit alors que la limite dépend du chemin parcouru.

30.3 Limites a I’'infini

Si E est un ensemble ordonné, on peut définir la notion de limite a l'infini. Soit une fonction
f:Ew— FetLeF.Si pour toute précision € > 0, on peut trouver une borne inférieure I(¢) € E
telle que :

Oist(f(z), L) <e€

pour tout x € E vérifiant x > I(e€), on dit alors que f tend vers L a U'infini positif et on écrit :

lim f(x)=1L

T——+00

Symétriquement, si pour toute précision € > 0, on peut trouver une borne supérieure S(¢) € F
telle que :

Oist(f(z),L) <e

pour tout z € E vérifiant = < S(e€), on dit alors que f tend vers L a l'infini négatif et on écrit :

lim f(z)=1L

T——00

Notation

On a également la notation alternative :

lim f(z) = lim f(2)

T—00 T—+00

ainsi que :

f(#oo) = lim f(z)

T—r—+00

f(=o0) = lim f(x)

T—r—00

30.4 Limite supremum et infimum

Infini positif

Il arrive que la limite & 'infini positif d’une fonction f : £ — F n’existe pas mais que la limite
de la fonction g : E +— F', que 'on suppose correctement définie pour tout x € F par :

g(r) =inf{f(y):y € E, y > x}

existe. On note alors :
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liminf f(z) = lim inf{f(y):y € E, y >z}

r—r—+00 r——+00

On définit pareillement la limite du supremum :

limsup f(z) = lim sup{f(y):y € E, y >z}
r—r—+00

T—+00

Infini négatif

On définit également :

limsup f(z) = lim sup{f(y):y € E, y <z}

T—r—00

liminf f(z) = lim inf{f(y):y € E, y<ux}
T—r—00

T—r—00

30.5 Limites infinies

Si F' est un ensemble ordonné, on peut définir la notion de limite infinie.

Positive
Si, pour tout G € F aussi grand que ’on veut, on peut trouver une proximité 6(G) > 0 vérifiant :
fl@) =G
pour tout les x € A assez proche de a :

dist(z,a) < 0(G)

on dit alors que f tend vers 'infini positif en a et on écrit :

lim f(z) = 40

T—ra

Négative
Si, pour tout P € F aussi petit que 'on veut, on peut trouver une proximité §(P) > 0 vérifiant :
flz) <P
pour tout les x € A assez proche de a :

Oist(z,a) < 0(P)

on dit alors que f tend vers 'infini négatif en a et on écrit :

liin f(z) = —o0

Notation

On a les notations alternatives :

fla) =400 < lim f(z) = 400

T—a

fla)=—0c0 < lim f(z) = —o0
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30.6 Limite infinie & ’'infini

On suppose que E et F' sont ordonnés. On dit que la limite de f a 'infini positif est I'infini positif
et on le note :

lim f(x)=+o0
T—>+00

si, pour tout G € F aussi grand que l'on veut, on peut trouver une borne inférieure I(G) € E
telle que :

fl@) > G

pour tout x € E vérifiant x > I(G). On dit que la limite de f a l'infini positif est I'infini négatif
et on le note :

si, pour tout P € F aussi petit que I'on veut, on peut trouver une borne inférieure I(G) € E telle
que :

flx) <P

pour tout z € F vérifiant x > I(G). On dit que la limite de f & 'infini négatif est I'infini positif
et on le note :

lim f(z) =400
T——00

si, pour tout G € F aussi grand que 'on veut, on peut trouver une borne supérieure S(G) € F
telle que :

flx) =G
pour tout x € E vérifiant x < S(G). On dit que la limite de f a U'infini négatif est 'infini négatif

et on le note :

lim f(z)=—o00

rT——00

si, pour tout P € F' aussi petit que 'on veut, on peut trouver une borne supérieure S(G) € F
telle que :

fle) <P
pour tout z € E vérifiant = < S(G).
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Chapitre 31

Limites doubles

Dépendances

— Chapitre 30 : Les limites

31.1 Introduction

et :

Si les ensemble A, B sont munis d’une distance, on définit la distance :

dist? : (A x B) x (Ax B) =K

associée par :

vist?[(z,y), (a,b)] = max {dist(z, a), dist(y, b) }

pour tout (z,y), (a,b) € Ax B. La fonction définie est-elle une distance ? On a clairement dist> > 0

oist?[(z,y), (a,1)] = 0ist?[(a,b), (,y)]

On a aussi :

dist? [(x, y), (x, y)] = max {Diﬁt(x, x), Oist(y, y)} = max{0,0} =0
Si

dist’[(z,y), (a,b)] =0

on a forcément :

Oist(z,a) = Oist(y,b) =0

Doncx=a,y=>bet:

(z,y) = (a,b)
Pour I'inégalité triangulaire, soit (x,y), (a,b), (c,d) € A x B et :

d = dist’[(a,b), (c,d)] = max {dist(a, c), vist(b, d) }

La distance sur A vérifie :

dist(a, ¢) < dist(a, x) + dist(x, ¢)

La distance sur B vérifie :
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dist(b, d) < dist(b,y) + dist(y, )

On en déduit que :

max{0ist(a, z) + dist(z, ), 0ist(b, y) + Oist(y,d)}
max{dist(a, z), 0ist(b, y) } + max{dist(z, c), dist(y,d)}
dist? [(a, b), (x, y)} + Dist? [(:L', ), (c, d)}

IN A IA

31.2 Limite en un point

Soit un ensemble F' et une fonction f: A x B+ F. On choisit un ensemble U C A x B. On dit
que L est la limite de f en (a,b) € A x B et on le note :

lim x,y) =L
(z,y)—(a,b) fz.y)
(zy)eU

si, pour toute précision € > 0, on peut trouver un § > 0 tel que :

vist(f(x,y), L) <€

pour tout (z,y) € U vérifiant :

vist*[(2,y), (a,b)] = max{dist(z,a), dist(y,b)} < §

31.2.1 Formulation équivalente

La condition :

max{dist(z,a), dist(y,b)} <4
est équivalente a :

oist(x, a)

<
dist(y, b) <

4}
o
On en conclut que :

lim x,y) =L
(Iyy)ﬁ(a:b)ﬂ v)

(z,y)eU

si et seulement si, pour toute précision ¢ > 0, on peut trouver un § > 0 tel que :

vist(f(x,y), L) <€

pour tout (z,y) € U vérifiant :

oist(x, a)

J
Oist(y,b) <9

<
<
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31.2.2 Extension

Supposons que pour toute précision € > 0 on puisse trouver des 41,0, > 0 tels que :

vist(f(z,y), L) <€
pour tout (z,y) € U vérifiant :

Oist(x,a) < 0y
Oist(y, b) < dy
En posant :
0= min{51, (52} > 0

on voit que :

pour tout (z,y) € U vérifiant :

On en conclut que :

31.3 Limite a 'infini

On suppose que les ensembles A, B sont ordonnés. On dit que L € F est lalimitede f : AxB — F
a 'infini positif et on le note :

lim f(z,y) =L

(z,y)—+00

si, pour toute précision € > 0, on peut trouver des bornes inférieures (I, .J) € A x B telles que :

vist[f(z,y), L] <e
pour tout (z,y) € A x B vérifiant :

x> 1
y=>J

On dit que L € F est la limite de f : A x B+ F a l'infini négatif et on le note :

lim f(z,y)=1L

(m,y)—>—oo

si, pour toute précision € > 0, on peut trouver des bornes supérieures (I, J) € A x B telles que :

vist[f(z,y), L] <e
pour tout (z,y) € A x B vérifiant :
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31.4 Dualité

31.4.1 z puis y

Supposons que la limite A(y) définie par :

AMy) = lim f(z,y)

T—a

existe pour tout y € B et que :

L =1lim \(y) = lim lim f(z,y)

y—b y—br—a

LIMITES DOUBLES

est bien définie. Nous supposons également que, quelque soit € > 0, on peut trouver un 6 > 0

tel que :

vist(f(z,y), A(y)) <€
pour tout (z,y) € A x B vérifiant :

dist(z,a) <6

Choissons € > 0. On peut trouver 9; > 0 tel que :

dist(\(y), L) <

[NRINe

pour tout (z,y) € A x B vérifiant :

Diﬁt(y, b) S 51

On peut aussi trouver d, tel que :

dist(f(z, ), A(y)) <

pour tout (z,y) € A x B vérifiant :

€
2

dist(z,a) < 09

Soit § = min{dy,d} et (z,y) € A x B vérifiant :

max{dist(z,a), dist(y,b)} <4

On a alors :

oist(f(x,y), L)

IN

€

IN

= €

dist(f(z,y), A(y)) + dist(A(y), L)
S

On en conclut que :

lim r,y) =L
(z,y)—(a,b) f(@y)
autrement dit :

lim x,y) = lim lim f(z,
(w7y)—>(a,b)f( v) y—>bff—>af( y)
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31.4.2 y puis x

Supposons que la limite p(z) définie par :

p(z) = L}}g}) f(z,y)

existe pour tout = € A et que :

M = lim pu(y) = lim lim f(x,y)

T—a r—a y—b

est bien définie. Nous supposons également que, quelque soit € > 0, on peut trouver un 6 > 0
tel que :

vist(f(z, y), u(x)) < €
pour tout (z,y) € A x B vérifiant :

Oist(y,b) <9

Choissons € > 0. On peut trouver §; > 0 tel que :

dist(u(z), M) < %

pour tout (z,y) € A x B vérifiant :

dist(z,a) < 0y

On peut aussi trouver d, tel que :

vist(f(z,y), p(x)) <

pour tout (z,y) € A x B vérifiant :

DO ™

015t(y7 b) S 52
Soit 6 = min{dy,d} et (z,y) € A x B vérifiant :

max{0ist(z, a), dist(y,b)} <6

On a alors :

vist(f(z,y), M) < ist(f(z,y), p(x)) + vist(p(zx), M)
< g + % =€

On en conclut que :

lim x,y) =M
(z,y)—(a,b) f(z,)
autrement dit :

lim  f(z,y) = lim lim f(z,y)

(z,y)—(ab) T—a y—b
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Chapitre 32

Suites

Dépendances

— Chapitre 30 : Les limites

32.1 Définition

Une suite est une fonction s : N — €2 définie par :

s:n+— s, =s(n)

pour tout n € N. On note Suite(£2) I’ensemble des suites s C (2.

32.2 Limite

On dit qu’une suite s : n +— s, € €2 converge vers L € {2 au sens de la distance 0ist, ou que L est
sa limite a l'infini :
= lim s,
n—oo

si, pour toute précision € > 0 aussi petite que 1’on veut, on peut trouver un naturel K (€) a partir
duquel l'erreur sera au moins aussi faible que demandée. On a donc :

Oist(L,s,) <e€
pour tout n > K(€).

32.2.1 Notation

Comme la limite d’une suite est toujours sous-entendue vers l'infini, on note :

lim s, = lim s,
n n—oo

32.3 Limites extrémales

On définit :

limsup s, = lim sup{s,, : m € N, m > n}
n—00 n—00

liminf s, = lim inf{s,, : m € N, m > n}
n—oo n—oo
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32.3.1 Notation

On note aussi :

limsup s, = limsup s,
n n—oo

liminf s, = liminf s,
n n—oo

32.4 Equivalence

Soit les suites :

s:nmr> s, €
et :

t:nw—t, €N
On dit que s est équivalente a t, et on le note :

s=t

si et seulement si la limite de la distance entre les deux suites converge vers zéro :

lim dist(s,,t,) =0

n—oo

Quelque soit € > 0, on peut donc trouver un naturel K (e) tel que :

Vist(sn, ) < €
pour tout n > K (€).

32.4.1 Remarque

L’équivalence entre s et ¢ n’implique nullement que la limite de s ou de ¢ existe.

32.4.2 Existence des limites

Suppons que s =t et que la limite :

o= lim s,
n—oo

existe. On a :

dist(o, t,) < Oist(o, s,,) + Oist(sy,, 1)
Soit € > 0. En choisissant K tel que :

dist(o, 5,) <

NN e

pour tout n > K et K tel que :

Oist(s,, t,) <

DN | ™

pour tout n > K5, on voit que :

SUITES
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dist(o,t,) < =+ - =¢

N

Cette relation étant valable quel que soit € > 0, on en déduit que la limite des t,, existe et que :

lim ¢, = o = lim s,
n—oo n—oo

Les limites de suites équivalentes sont identiques.

32.5 Ordre

Soit les suites :

s:m s, €1

et :

t:nw—t, €N

Si un ordre est défini sur €2, on dit que s est inférieure a ¢ :

s<t

si et seulement si les éléments de s sont inférieurs aux éléments de ¢ :

Sp < tp

pour tout n € N.

32.6 Monotonie

32.6.1 Croissance

On dit qu’une suite :

s:m s, €1

est croissante si :

pour tout 7,5 € N tels que 7 > j.

32.6.2 Deécroissance

On dit qu’une suite :

s:m s, €

est décroissante si :

pour tout 7,5 € N tels que 7 > j.
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32.7 Opérations

Soit les suites :

s:n— s, €

et :

t:nw—t, €

Pour toute opération % définie sur €2, on définit 'opération induite % : Suite(§2) x Suite(2) —
Suite(2) par :

(s %t)(n) =s, %t,

pour tout n € N. On note aussi :
(sxt), = (sxt)(n)
32.7.1 Usuelles
Sur les ensembles ot sont définies les opérations usuelles, on aura ’addition :

(s+t), = s, + 1ty

la multiplication :

Sn_tn

(s —1)n

la soustraction :

la division :

pour tout n € N.

32.8 Cauchy

On dit qu’une suite :

s:m— s, €0

est de Cauchy si, pour toute précision € > 0 aussi petite que 1’on veut, on peut trouver un naturel
K (€) a partir duquel la distance entre deux éléments de la suite s,,, s, sera aussi petite que demandée.
On a donc :

Oist(s,,, Sn) <€

pour tout m,n > K(€).
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Suite convergente

Toute suite convergente vers une limite :

L= lim s, € Q)

n—oo

est de Cauchy. En effet, soit € > 0. Si on choisit K tel que :

Oist(L, s,) < ¢€/2
pour tout n > K, on a :
0ist(sy,, sp) < 0ist(sy,, L) + 0ist(L, s,) =

pour tout m,n > K.

32.9 Ensemble complet

On dit qu'un ensemble X est complet si toute suite de Cauchy inclue dans X converge vers une
limite L € X.

Complétion

On peut compléter tout ensemble A incomplet en créant un ensemble X tel que tout x € X soit
associé a une suite de Cauchy :

s:n—s, €A

On note alors symboliquement :

r = lim s,
n—oo
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Chapitre 33

Sommes abstraites

Dépendances

— Chapitre 10 : Algebre

33.1 Introduction

Soit le corps commutatif K, un ensemble €2 et la fonction f : 2 — K. On note la somme de f sur
X par :

> f(x)

zeX

pour tout sous-ensemble X C . Il s’agit intuitivement de la somme des f(z) € K lorsque x
parcourt X. Nous allons voir comment la formaliser.

33.1.1 Notation

Lorsque I'ensemble X est évident d’apres le contexte, on convient que :

Y f@) =) fl@)

zeX

33.2 Additivité

Si deux ensembles X, Y C () ne se chevauchent pas :

XNy =90

la somme sur 'union des deux est intuitivement 1’addition des sommes sur chacun d’entre-eux :

Yo fE =) fE+Y f)

zeXUY zeX zeY

33.3 Ensemble vide

Comme X = X UD et XN =0, on en déduit que :

Y f@y= Y fle)=) fa)+ ) flz)

z€X zEXUD zeX z€d

La somme sur ’ensemble vide doit donc étre le neutre pour ’addition :
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> fl@)=0

zel)

33.4 Singleton

Il semble également logique d’imposer que la somme sur un ensemble contenant un seul élément
a € X soit égal a f(a) :

S fl@) = f(a)

ze{a}

Voila qui compléte les caractéristiques génériques des sommes.

33.5 Somme des éléments d’un ensemble

Pour tout A C K, on note :

la somme des éléments de A.

33.6 Algorithme

Soit I’ensemble X non vide, ensemble dont nous voulons évaluer la somme. Choisissons un élément
a € A et considérons la décomposition :

X ={a} U (X \{a})

Comme l'intersection des deux ensembles du membre de droite est vide :

{a} (X \{a}) =0
on peut écrire :

o f@)y = fl@)+ > fx)

reX z€{a} zeX\{a}
c’est-a-dire :

Y f@)=fla+ > flx)

zeX zeX\{a}

On en déduit un algorithme itératif permettant d’estimer la somme :

S~Y f(x)

zeX
Nous partons de :
Sp=0
XO == X

A chaque étape k € N, nous choisissons a; € X et nous adaptons notre estimation par :

Sk+1 = f(ax) + Sk
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On retire ensuite a; de X}, pour éviter de le compter plus d'une fois, ce qui nous donne I’ensemble
suivant :

X1 = Xie \ {ar}

Cet algorithme va nous permettre de formaliser la définition des sommes.

33.7 Ensemble fini
Soit I’ensemble X contenant un nombre fini N € N d’éléments :
X ={ay,as,...,an}
En appliquant ’algorithme d’évaluation d’'une somme, on finit par arriver a l'itération N avec :

Xy=10

On a simplement :

S fa)=Sn+ Y f(z) =Sy +0=5Sy

zeX z€e)

Comme :

Sy = flar) + f(az) + ... + flan)

on a simplement :

> f@) = fla) + flag) + .. + f(an)

zeX

On note :

flar) = f(ar) + flag) + ... + flan)

Mz

k=1

33.7.1 Numérotation

Les éléments de X peuvent étre numérotés différemment. Soit m,n € Z et :

X = {am7 Am+1y -+ An-1, an}

On a alors :
D f@) = flam) + flamn) + o+ flan-) + flan)

On note :

Z flar) = flam) + flamy1) + o + flan-1) + flan)
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33.7.2 Extension

Soit un ensemble X dont on peut extraire un sous-ensemble fini de la forme :

F=A{am,ams1, ., an-1,a,} T X
tel que :

f(z) =0

pour tout z € X \ F. La somme s’écrit alors :

S Ha@) =Y f@) =3 fla)

reX zeF k=m

33.8 Ensemble dénombrable

33.8.1 Naturels
Soit :

X ={ag,a1,as,...} = {ay : k € N}
Si la suite n +— S,, définie par :

n

Sn = f(ak) = f(ao) + f(CLl) + ...+ f(an)

k=0

pour tout n € N converge vers un certain S € K, on définit :

> f(z)=lim S, =S

n—oo
reX
c’est-a-dire :

> fla)=lim }  flax)

zeX

On introduit la notation :
oo n
> fla) = lim y  flax)
k=0 k=0

33.8.2 Entiers
Soit :
X ={..,a 9,a 1,a0,a1,a9,...} = {ay : k € Z}

Si la suite des n +— S, définie par :

n

Sp= Y flar) = fla-n) + flaspi) + o+ flan-1) + f(an)

pour tout n € N converge vers un certain S € K, on définit :



33.9. LINEARITE 185
Zf(q:) = lim 5, =S
n—oo
reX
On introduit la notation :

> flag) = lim > f(ar)

k=—o00

33.8.3 Extension
Soit un ensemble X dont on peut extraire un sous-ensemble D de la forme :
D:{Cbkl{EN}gX
ou :
D={ay:keZ}CX
tel que :

f(x) =0

pour tout z € X \ D. La somme s’écrit alors :

Y f@) =) f)

zeX zeD

33.9 Linéarité

Soit les fonctions f, g : 2 — K et I’ensemble fini X C 2. On a clairement :

> @ +9@)] =D f@) + Y gla)
zeX zeX zeX
Comme le produit se distribue sur ’addition, on a également :
S le-r@]| =e- > s
zeX reX

pour tout ¢ € K. La somme sur un ensemble fini est linéaire.

33.10 Additivité

Si les ensembles finis X et Y vérifient X NY = (), la commutativité et ’associativité de I’addition
nous donnent la propriété d’additivité :

S f@) =Y f@) + S f@)

zeXUY zeX zeY
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33.11 Additivité généralisée

Soit les ensembles €2 et A comportant un nombre fini d’éléments, la fonction f : Q +— K et la
collection d’ensembles :

O={X\N)CQ:AeA}
ot X : A — P(Q). On définit la fonction S : A — K représentant les sommes associées par :

= > [

z€X(N)

On suppose que O forme une partition de €2. On a alors :
XAN)NX(p)=0
pour tout A\, u € A tels que A\ # p et :

Q=[Jxm

AEA

Alors, I'associativité et la commutativité de ’addition nous permettent de regrouper les termes
de Q par sous-ensembles X (), et on a :

d ) =5\ => Z fl@

e AEA AN [ zeX (A

33.11.1 Notation

On note aussi :

2.2 J@w=2 1> @

AEA zeX (N) AN | zeX (M)

33.12 Produit cartésien

Soit les sous-ensembles X, Y C Q) comportant un nombre fini d’éléments et la fonction f : X xY —
K. On définit la fonction A : X — P(X x Y) par :

Alz) ={(z,y):y €Y}
pour tout x € X. Les sommes associées s’écrivent :
= 2. /0w
(A y)eA()

Comme les éléments de A(z) sont de la forme (z,y), on a forcément A = z. Par conséquent,
parcourir A(x) revient & parcourir les y € Y en gardant A = z fixé et on a :

yey

On se rend compte que les ensembles de cette collection ne se chevauchent pas :

AN N A(p) =0
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pour tout A\, u € X tels que A # p. On a aussi :

XxvY=]JAW

Nous pouvons par conséquent utiliser I’additivité généralisée, ce qui nous donne :
> flay) =) S
(z,y)EX XY zeX
soit, en tenant compte de l'expression de S(x) :
> fay) =) flay)
(z,y)eX XY rzeX yeY
On montre également que :

Y ey =) fley)

(z,y)eX XY yeY zeX

33.13 Somme d’un produit

Soit les fonctions f,g : 2 — K et les sous-ensembles XY C  comportant un nombre fini
d’éléments. On a :

Yo @ gy) =) > fl@)-gy)
(z,y)EX XY reX yey

Mais comme la valeur de f(x) ne dépend pas de y, on peut appliquer la distributivité du produit
sur l'addition pour faire sortir les valeurs de f de la somme sur y et :

> fla)gly) = Z[f(x)~zg(y)]

(z,y)EX XY zeX yey

A nouveau, comme la somme de g sur Y ne dépend pas de x, on peut la faire sortir et :

> f@)-gly) = [Z g(y)] : [Z f(w)]

(z,y)eX XY yey xeX

La multiplication étant commutative, on a également :

S @) gl) = [Z f(w)] - [Zg@)]

(z,y)EX XY reX yey
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Chapitre 34

Sommes 1ndicées

34.1 Définition

Soit un corps commutatif K et I’ensemble d’indices Z. Supposons que ’on puisse écrire I’ensemble
A C K sous la forme :

A={a ke Z}
On associe a A la fonction ¢ : Z — A définie par :

p(k) = ax

pour tout k € Z. Pour tout sous-ensemble I C Z, on définit alors :

Zak = ZSO(k)

kel kel

sous réserve d’existence de la somme.

34.1.1 Fonction
Soit f : A — K. On définit :

S Haw) = S (Fop)k)

kel kel

34.2 Intervalles discrets
Soit m,n € Z. Nous définissons l'intervalle discret :

Zm,n) ={z€Z :m < z<n}

Si Z[m,n] C Z, on a simplement :

Z Ak = Ay, + A1 + oo + A1 + ay,
k€Zlm,n]

On note aussi :

m
A = ap = E ag
k=m k=n keZ[m,n]
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34.3 Linéarité

Soit les ensembles :

A={ap: ke Z} CK
B={b,:ke2Z}CK

et a, f € K. Si I C Z compte un nombre fini d’éléments, on a clairement :

Z(a-ak—i—ﬁ-bk):a-Zak—l—ﬂ-Zbk

kel kel kel

34.4 Produit cartésien
Soit les sous-ensembles I, J C Z comportant un nombre fini d’éléments, et :

A:{aijEEl(i,j)EIXJ}

Il découle directement de la formule des sommes sur les produits cartésiens que :

PDITIED 3 IR 3 oL

(i,§)EIx] iel jeJ jed iel

34.4.1 Notation

On note :

n n n
> ay =Y > a

i,j=m i=m j=m

34.5 Somme d’un produit
Soit les ensembles :
A={a,:keZ}CK

B={b:ke 2} CK

et les ensembles I, J C Z comportant un nombre fini d’éléments. La somme du produit se déduit
du résultat analogue des sommes génériques :

s o e

(i,j)EIxT iel jeJ

34.6 Lemme du triangle

Soit le triangle discret :

A = {(i,j) € Z[0,N] x Z[0,N] : j <1}

et un ensemble :

A= {aij : (Z7]> < A}
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Le triangle A peut étre aussi défini par :

A={(,j)€Z*:0<i<N, 0<j<i}

La somme sur A peut donc se réécrire :

;=Y > ay

N 1
(i.j)eA =0 j=0

Une autre définition alternative de A nous donne :

A={(i,j)€eZ*:0<j<N, j<i<N}

On a donc également :

On en déduit une relation permettant d’inverser les sommes :

ii% :ii%’ = > a

=0 j=0 J=0 i=j (i,j)eA
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Chapitre 35

Progressions

35.1 Arithmétique

Soit n € N. Nous allons tenter d’évaluer la somme :

Sn:§:i:0+1+2+m+n
1=0

L’idée est d’exprimer que cette somme est équivalente & :

m=—0)+n—-—1+..+(n—n)
Si nous posons j tel que i =n — 7, on voit que 'ona j=n—iet 0 < j <n. Donc :

n

Sp = Z(n_])

§=0
Développons :

n

D (n=i)=3 n=3

j=0

Le premier terme du membre de droite peut se réécrire :

Xn:n:n~zn:1:n~(n+1)
=0 =0

Pour le second, on a clairement :

3

On en conclut que :

c’est-a-dire :

25, =n-(n+1)
Divisant par 2, on obtient le résultat final :

n

o n-(n+1
E:ZZ (2+ )

=0
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35.2 Géométrique

Soit n € N et a € K. Nous allons rechercher une expression de la somme :

Gn:Zai:1+a+a2—l—...+a"

=0

Sia =1, on a simplement :

n

Gn:Zaizl—i—...—i-l:n

=0

Intéressons-nous a présent au cas ot @ # 1. On part du constat que la somme G,, est équivalente

l+a-(14+a+a*+.. +a") —a"t

On développe en ce sens :

n

G, = 1+Zai

i=1

et finalement, on arrive a 1’équation implicite :

G,=1+a-G,—a"

En soustrayant a - GG,, des deux membres, on obtient :

(1—a)-G,=1—a""!

Comme a # 1, on en déduit que :

3

1 — CLn+1

1—a

35.2.1 Autre forme

En multipliant numérateur et dénominateur par —1, on obtient la forme équivalente :
i g g™t — 1
: a—1
=0

35.3 Factorisation

Les progressions géométriques permettent d’obtenir une importante formule de factorisation. Soit
a,b € K avec a # 0. Posons :

Q|
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On a alors :

(1—7‘)'237”:1—7“”rl
i=0

Multipliant par ™!, on obtient :
Y

(a_b)‘an‘Z%:an—H_bn-H

1=0

En faisant rentrer le facteur a” dans la somme, on a en définitive :

an—H . bn—i—l _ (Cl o b) . Zan—i . bz
1=0

35.3.1 Extension

Sia=0,o0na:

anJrl _ bn+1 — _anrl
et :
(@=0)-Y a"" b = —b-(0"+ 0" b+ . 0D )
i=0
— —b . bn — _bn—l—l

La formule de factorisation est donc valable pour tout a,b € K.

35.3.2 Exemples

Voici quelques exemples d’applications :

a?—b = (a—0b)-(a+b)
ad—b = (a—0b)-(a*+a-b+b%)

—~

35.3.3 Symétrie
On a clairement :

n

Za”_i-bi:a”—i—a”_l-b—l—...—i—a-bn_l—l—b”:Zai-bn_i

=0 =0

et donc :

a? Tl prtl — (CL . b) . Zai L pn
=0
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35.4 Somme des carrés

Considérons la somme :

Co=> =1+4+16+..+n
i=0
La progression arythmétique nous dit que :

On a par conséquent :

n

%~i~(@'+1):22j

i i=0 j=0

On peut utiliser le lemme du triangle pour inverser les deux sommes du membre de droite :

SPNES W

i=0 j=0 j=0 i=j

Comme j ne dépend pas de 7, on peut le faire sortir de la somme sur ¢ et le membre de droite

devient :

D2 0= 02 =2 =i+

=0 i=j

En tenant compte de la linéarité des sommes, on a alors :

Yictn=ji+1) = (n+1)-) - 5
=0 =0 =0
_ %~n~(n—|—1)2—Cn

D’un autre coté, on a :

n n

Z%-i-(i+1):%Z(i2+i):%-0n+1-n-(n+1)

, ; 4
1=0 i=0
En égalisant ces deux expressions, on obtient :

i'Cn:i'[2'”'(”+1)2_n'(n+1)]

Ou encore :

6-C, = (2:n-(n+1)—n)-(n+1)
= (2:n*+n)-(n+1)
On a donc la formule permettant d’évaluer la somme des carrés :

S (2~n2+7é)~(n—|—1)

1=0



Chapitre 36

Différences

36.1 Définition

Etant donné une suite :

A:{akikGN}gK

on définit 'opérateur des différences A par :

Aayp = apq1 — ay

36.2 Addition

Soit les suites :

A:{ak:keN}gK
et :

B={b,:keN}CK

La différence de ’addition vérifie :

A(ar + by) = apg1 + bpr — ap — by = Aay + Aby,

36.3 Multiplication

Soit les suites :

A:{ak:keN}gK
et :

B={b:keN}CK

La différence de la multiplication vérifie :

Al(ay - br) = aps1 - b1 — ag - by,

Ajoutons et soustrayons le terme hybride a1 - by. On a :
Aay - by) = agy1 - beyr — apgr - by + agqr - b — ag - by
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et :

A(ak . bk) = Ag+1 - Abk + Aak . bk

Ajoutons et soustrayons le terme hybride ay, - by 1. On a :

A(ag - by) = apqr - b1 — g - bpgpr + ag - b — ag - by,

et :

A(ak . bk) = Aak . bk+1 + a - Abk

36.4 Somme et différence

On définit également :

n+1 n

n
A E ap = E Q. — E Qg
k=0 k=1 k=0

La définition nous donne directement :

AZak = (a1 + ... + aps1) — (ag + ... + a,)
k=0

Tous les termes se neutralisant sauf ag et a,.1, on a :

n
AE A = Qn+1 — Ao

k=0

On voit aussi que :

Z Aag = (a1 — ap) + ... + (a2 — aq) + (a1 — ag)
k=0

Tous les termes se neutralisant mutuellement sauf le permier et le dernier, on a :

n
g Aag = any1 — Qo

k=0

Ce résultat étant identique au précédent, on a :
n n
Azak = ZA% = Upy1 — Qo
k=0 k=0

36.5 Sommation par parties

Soit les suites :

A={ar: ke N} CK
et :

B={b:keN}CK
On a:
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Z Alay - bk) = Qpt1 - bpy1 —ao - bo
k=0

En utilisant la loi de différence d’une multiplication, on obtient parallélement :

ZA(ak : bk) = ZAak 'bk—i-l —I—Zak : Abk
k=0 k=0 k=0

On a donc :

n

Zak : Abk = ZA(ak bk) — ZAak : bk+1
k=0

k=0 k=0
c’est-a-dire :

n

> ap - Abp = anyr - bper —ao-bo— Y Aay - by

k=0 k=0
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Chapitre 37

Suites de rationnels

Dépendances
— Chapitre 25 : Les rationnels

— Chapitre 29 : Les distances
— Chapitre 30 : Les limites

37.1 Définition

Une suite de rationnels, ou suite rationnelle est une suite s : N — Q :

S:n S,

37.2 Distance

On définit une distance sur I’ensemble des rationnels Q par :

vist(z,y) = |z -y

pour tout z,y € Q. On a bien dist(x,y) > 0. La condition dist(z,y) = 0 implique que |z — y|,
donc x —y =0et z =y. Enfin :

Oist(z,2) = |z — 7]
< fo—yl+ly - 2]
< ist(z,y) + vist(y, 2)

37.3 Equivalence

Soit les suites rationnelles s,t : N — Q vérifiant s =¢. On a :

lim dist(s,,t,) = lim |s, —t,| =0
n—o0 n—oo
On en déduit que :
lim (s, —t,) =0

n—oo
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37.3.1 Réciproque

Supposons que :

lim (s, —t,) =0

n—oo

Choisissons € > 0 et le naturel K (e) tel que :

oist(s, —t,,0) <e

pour tout k > K (e). Par définition de la distance entre rationnels, on a :

dist(s, — tn, 0) = |(8n — tn) — O] = |80 — t]

on en conclut que :

lim dist(s,,t,) = lim |s, —t,| =0
n—oo

n—00

c’est-a-dire s = t par définition.

37.4 Cauchy

37.4.1 Croissante

Soit une suite de Cauchy v : N — Q :

U:n— U,
croissante :
g <up < Sy <
Comme :
Uy = U

pour tout n € N, on voit que la suite est minorée par ug. On peut trouver un naturel K tel que :

it (U, Up) = |t — uy| < 1

pour tout naturels m,n > K. Soit n € N vérifiant n > K. On a :

|tun, — ug| = up —ug <1
d’ou :
unSUK—i-l

Pour tout naturel £ < K, on a :

up <u, <ug+1

En posant :

on voit que :

Uy < S

pour tout n € N. Une suite de Cauchy croissante est également majorée.
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37.4.2 Deécroissante

Soit une suite de Cauchy u : N +— Q :

U:N > Uy

décroissante :

Comme :

pour tout n € N, on voit que la suite est majorée par ug. On peut trouver un naturel K tel que :

it (U, ) = |ty — uy| < 1

pour tout naturels m,n > K. Soit n € N vérifiant n > K. On a :
|un, — ug| = ug —u, <1
d’otu :
Up > U — 1

Pour tout naturel £ < K, on a :

UkZUnZUK—l

En posant :
I = U — 1
on voit que :

Uy > 1

pour tout n € N. Une suite de Cauchy décroissante est également minorée.

37.5 Suite inverse

Soit un rationnel Iy vérifiant I, > 0 et la suite [ : N\ {0} — Q définie par :

I n—1I,=—
n

pour tout naturel n vérifiant n # 0. Soit € > 0. Comme [; est strictement positif, on a :

1_6 -
L I

Soit € > 0. On peut trouver un naturel n tel que :

€

S|

<6
Iy

On a alors :
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I
dist <o, —0)
n

et :

I
0 _ 9 -0

n

2

On en déduit que :

lim — =0
n—,oo M



Chapitre 38

Probléme de la racine

38.1 Introduction

Nous allons tenter de déterminer la racine de deux, c’est-a-dire chercher un nombre noté :

r=v2

tel que :

38.2 Solution rationnelle ?

Nous allons chercher une solution a ce probléme sous la forme d’un rationnel z € Q. Soit :

i
xr = —
J
avec i,j € Zet j#0.0On a:

B (P (P P

=== = —
2 (= 2 (=)
On peut donc se restreindre aux entiers positifs, autrement dit aux naturels. Si ¢ = 0, on a
forcément :
2
1
- =0#2
J

ce qui ne résout pas notre probléme. Supposons a présent que ¢ # 0 et posons :

k = pged(i, j)
On a alors k # 0 et les quotients :
a=1-+Fk
b=j+k
vérifiant les divisions exactes :
1=a-k
j=0b-k
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Si nous voulons résoudre le probléme, il faut donc avoir :
a\2 a® a®-k* 2

— = ——— = — = 2
(b) b2 b2-k2 52

c’est-a-dire :

a’> =2 b
On a donc :
a?+2="b
et :
a’> mod 2 =0

38.2.1 Lemme

Soit un naturel m € N vérifiant :

m? mod 2 =0

Posons :
n=m-=2
r = m mod 2

Le modulo r € N vérifie :

0<r<2-1=1

autrement dit » € {0,1}. Si on suppose que r = 1, on a :

m=2n+1

Développons le carré :

PROBLEME DE LA RACINE

m*=02n+1)*=4n*+4n+1=4"n"+n)+1

On aurait alors :

m?+2=2(n*+n)

et :

m?mod 2 =1

contrairement & I’hypothése. On en conclut que r = 0, la division entiére de m par 2 est exacte :

mmod 2 =0
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38.2.2 Modulo nul

Le naturel a vérifiant :

a*mod 2 =0
on a également :
amod2 =0
Si on pose :
n=a-+2
on a l’expression de la division exacte :
a=2n

L’équation a résoudre devient alors :

a?=4n>=210p

On en déduit que :

b2 =2 n?
vérifie :
B +2=n?
et :
b?> mod 2 = 0
On a donc aussi :
bmod2 =0
Posons p=0+2.0On a:
a=2n
b=2p

et :

i=2n-k=n-(2k)

j=2p-k=p-(2k)
Le naturel t =2 k£ > k vérifie donc :

tmodt=j jmodt=0

ce qui est contraire a I’hypothése de supremum de k& = pged(i, j). On ne peut donc pas trouver
de rationnel x vérifiant :

22 =2
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38.3 Suite inférieure
On ne peut pas trouver de solution exacte a I’équation 22 = 2 dans I’ensemble des rationnels, mais

on peut I'approcher autant qu’on le souhaite. Soit les suites de naturels n : k — ny, et M : k+— M,
définies par :

P
Mk:sup{pEN:—ZSQ}
N
pour tout k € N. On définit aussi les rationnels associés :

M,
T = —
ng

et les erreurs :

Ek:2—x%

TLOZ]_ M():l (L’()Zl E():]_
’I’L1:10 M1:14 .171:1,4 E1:0704
ne =100 M, =141 xzo=1,41  E,=10,0119

et ainsi de suite.

38.3.1 Maximum

Soit :

2
Ak—{pEN:p SQ}

Pour tout p € N vérifiant p > 2 ng, on a :

?§w |

p? 22 ni_4n%

2

5 = =4 > 2
ng T, ny

On en conclut que :

Ak g {O, 1, ceey 2 ng — 1, 2 nk}
L’ensemble A; contient donc un nombre fini d’éléments. Comme 'ordre usuel sur N est total,

on en conclut que A, admet un maximum identique au suprémum. La suite des M), est donc bien
définie :

M, = max A;, = sup A,
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38.3.2 Majoration

L’inclusion nous donne l'inégalité des maxima :

max Ay < max{0,1,...,2 ni} =2 ng

On en déduit que :

My, <2 ny
En divisant cette inégalité par np > 0, on obtient une borne constante pour les rationnels asso-
Cciés :
M,
ny

La suite des x est majorée.

38.3.3 Suite croissante

Le maximum appartenant & I’ensemble, on a :

2
ME
g,
et :
(10 Mi)? (10 My)® 100 M M _ 5
nz.,  (10m)%  100ni  ni —

On en déduit que :

p2
10Mk€{p€N: 5 SQ}
Nyt

On conclut de ce résultat et du caractére de maximum de My que :
M1 > 10 M,
et :

My _ 10 My 10 My M,
Ni+1 Mgt 10 ny, Nk

Tra1 = = Ty
On en conclut que :

o < w1 <2 <.

On a donc x; > z; pour tout 7,5 € N vérifiant ¢ > j, la suite des z;, est croissante.

38.3.4 Cadre

Comme M, est le maximum de Ay, on a :

et :
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On a:

(50) - (=3)
= xk—|——
T ng

En développant le bindme, on arrive a :

M,+1\> , 2z 1
() =Tt

On a donc l'inégalité :

2x 1
=Lt > 2
N U

qui nous donne la borne inférieure :

2 1
22 > 2—(ﬂ+—2)
N n.

Posons :
2x 1
ng ng
En divisant 'inégalité :
1 S Nk
par n; > 0, on obtient :
1 < 1
n: ~ ng

On a donc :

A< —/—/J 4+ — =
ny n ny
Comme z, < 2, 0n a:
2-2+1 5)
Ak§—+:_
ng ng

On a finalement la borne inférieure :

5
> 2—Ap>2— —
Ny
Posons :
5
ap = —
ng

On a ’encadrement :

2—qp < 17 <2
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38.3.5 Bornes d’une différence

Soit i, 5 € N tels que 7 > j. On dispose des bornes :

2—q; < a7 <2
2—a; < x?§2

En évaluant la différence de :
r? <2

2
z; > 2 —

on arrive a la majoration :
2 2 o
i — 2 <2—(2—q;) = q;

Comme la suite est croissante, on a x; > z;. Comme la fonction f : z +— 22 est croissante sur
I’ensemble des rationnels positifs, on a également :

2 2
x; Zscj

ou :

On a donc finalement :

2

20 _ .2 2 ,
|a:i—a:j‘—3:i—xj <

38.3.6 Factorisation
On a la factorisation :

T — 1t :(xl—l’])<xz+x])

Comme la suite est croissante, on sait que :

Ty, x5 = x9 =1

Leur somme vérifie I'inégalité :

La différence des carrés est donc minorée par :

r; —a; = (v; —xj) - (v +25) > (2, —xj) - 2

En divisant par 2, on obtient :

Comme la suite est croissante, on a x; > x; et :

SL’I—IJZO

Donc :



212 CHAPITRE 38. PROBLEME DE LA RACINE

v — a5 = @ — x;

Comme la fonction f : x — 22 est croissante sur 'ensemble des rationnels positifs, on a également :

xf > x?
ou :
ri — sz >0
Donc :
@2 — 22| = 22 — o
On a donc :
L, 2 aj
| — 2] < 5 T _x]} < 9
38.3.7 Suite de Cauchy
Soit € > 0. Comme :
. . , 5
lim o, = lim — = lim — =0
on peut trouver un naturel K tel que :
| =[x — 0] <€
pour tout naturel £ vérifiant £ > K. On note que :
5 < 5
ap=—F< — =«
S TI e T

Si i, 7 € N vérifient 7,7 > K, on a donc :

1
|z, — x;] < 5 max{a;, o} <ag <e

La suite des z; est de Cauchy.

38.3.8 EFErreur

On déduit du cadre de zj que :

—O./k:(Q—CYk)—Q < x2—2

ou :

EkIQ—Iz < Oy

Comme on a également z7 < 2 par définition des My, on a aussi Ej > 0 et :

B — 0| = |Ei| = Ep < oy,

La suite des ay convergeant vers zéro, on en déduit que :

lim B, =0

k—oo
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38.3.9 Convergence

Soit € > 0. L’erreur convergeant vers zéro, on peut trouver un K € N tel que :

vist(z},2) = |27 — 2| = |Ex| = |Exr — 0] < €

pour tout naturel k vérifiant £k > K. On en déduit que :

lim 22 = 2
k—o0

38.3.10 Supremum

Soit ensemble :

On sait déja que :

pour tout k£ € N. On en conclut que :

Pour tout rationnel v > 2 > X, on a :

u € major X

On en déduit que :

{ueQ:u>2} CmajorX

Soit un rationnel v < 2. Posons :

0=2—v >0

On choisit un rationnel € vérifiant :

0<e<d

Comme la suite k — 27 converge vers 2, on peut trouver un naturel K tel que :

|xi—2|:2—m2§e

pour tout naturel k vérifiant £k > K. On a alors :

3 >2—€>2-0=0v

Donc :
v ¢ major X
On a donc :
major X = {u € Q:u > 2}
et :

sup {z} : k € N} =min{u € Q:u>2} =2

213
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38.4 Suite supérieure
Soit les suites de naturels n : k +— ng et m : k — my, définies par :

ng = 10*

P
mk:inf{pEN:—QZZ}
g,

pour tout k£ € N. On définit aussi les rationnels associés :

my
Y = —
ng
et les erreurs :
2

n():l m0:2 y0:2 60:2
n1:10 m1:15 y1:175 61:0725
ne =100 mp=142  yo=1,42 ey =0,0164

et ainsi de suite.

38.4.1 Minimum

Soit les ensembles :

P?
Ak:{pEN:—2§2}
g,

p2
M

Le probleme de la racine de deux n’admettant pas de solution dans @, on ne peut trouver de

naturel p tel que :

v
g,
Pour tout p € N, on a donc soit :
2
<
P
et p € Ay, soit :
2
P>
P
et p € Bi. On en conclut que :
ArUBr =N

Si on pouvait trouver un p € Ay N By, on aurait :
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[

2< P <9
g,
et donc :
P
5 =2
N
ce qui est impossible. On en conclut que :
AN B =10
Sipe N\ A, on ap € By et vice versa. Donc :
B, =N\ A
Soit p € Ag. Pour tout u € N vérifiant u < p, on a :
2 2
u
<<
ng Ny

On en conclut que u € Ag. L’ensemble A; possédant un maximum :

M, = max A

il est donc de la forme :

A, ={0,1,..., M, — 1, M}

On en conclut que By, est de la forme :

On en conclut que le minimum de By, existe et qu’il s’identifie & I'infimum. Les nombres my, sont
donc bien définis et :

38.4.2 Minoration
Comme my = M + 1, 0on a :

M, Mey+1 m
l=ap <= — < =F =" =y
ng ng ng

La suite des y; est minorée.

38.4.3 Suite décroissante

Le minimum appartenant a ’ensemble, on a :

2
m
_21922

ny
et :

(10 my)? _ (10 my)? _ 100 m2 _ m_2
ngy (10 ng)? 100 nf  n2 —

On en déduit que :
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p2
10mk€{p€N: 3 22}
Njq

On conclut de ce résultat et du caractére de minimum de my, 1 que :

Mi1 < 10 my,

et :

mk+1<10mk_10mk:%

Yk+1 = = Yk

Mgyl Mkl 10 ng  ng

On en conclut que :

Yo = Y1 = Yo = ...

On a donc y; < y; pour tout 7,5 € N vérifiant ¢ > j, la suite des y;, est décroissante.

38.4.4 Cadre

Comme my, est le minimum de By, on a :

9 My
_ ks 9
yk; nz_
et :
—1\?2
(") <
g
On a:

my — 1\ 2 1\?
— Yp — —
T %

En développant le binéme, on arrive a :

On a donc l'inégalité :

2y, 1
2
Yk N n?

qui nous donne la borne inférieure :

N ng
Posons :
0p = —— — —
Ny ng
Comme :
! > 0
ny

on a .
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Comme y < yp=2,0n a:

On a finalement la borne supérieure :

4
y,% <240, <2+ —
ng

Posons :
Ye = —
On a 'encadrement :
2<yp < 24%
38.4.5 Bornes d’une différence
Soit 7,7 € N tels que 2 < j. On dispose des bornes :

2<yl < 247
2<y; < 247

En évaluant la différence de :

on arrive a la majoration :

y?—y?SQﬂL%—Q:%

Comme la suite est croissante, on a y; > y;. Comme la fonction f : z + 2% est croissante sur
I’ensemble des rationnels positifs, on a également :

ou :

On a donc finalement :

i =2 =i — v} <
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38.4.6 Factorisation
On a la factorisation :
vi =yl = (v — ;) - (i +yy)
Comme :
Yi, yj Z 1

leur somme vérifie I'inégalité :

yity; >21+1=2

La différence des carrés est donc minorée par :

yi =i = (i — i) (i + ) > (i —y5) - 2

En divisant par 2, on obtient :

Comme la suite est croissante, on a y; > y; et :

vi—y; =0

Donc :

Vi — il = vi —y;

Comme la fonction f : x — x? est croissante sur I’ensemble des rationnels positifs, on a également :

yi > y;
ou :
yi—y; =0
Donc :
v — il =i — v}
On a donc :
1 2 2 i
i =il < 5 i — 3| < 5
38.4.7 Suite de Cauchy

Soit € > 0. Comme :

li li li 4 0

im~v, = lim — = lim — =

on peut trouver un naturel K tel que :

k| = |7 — 0] <€

pour tout naturel £ vérifiant £ > K. On note que :
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4 4
T

Sii,j € N vérifient ¢,7 > K, on a donc :

1
lyi — y;] < 3 max{v;, 7} <7k <€

La suite des y; est de Cauchy.

38.4.8 Erreur
On déduit du cadre de y; que :

e =ypr—2 < W

Comme on a également y? > 2 par définition des my, on a aussi e, > 0 et :

ler — 0] = |ex| = exr < W

La suite des 7, convergeant vers zéro, on en déduit que :

lim € — 0
k—o0

38.4.9 Convergence

Soit € > 0. L’erreur convergeant vers zéro, on peut trouver un K € N tel que :

vist(yp,2) = |yp — 2| = lex| = lex — 0] <€

pour tout naturel k£ vérifiant £ > K. On en déduit que :

lim y; = 2
k—o00

38.4.10 Infimum

Soit ’ensemble :

On sait déja que :

pour tout k£ € N. On en conclut que :

Pour tout rationnel u <2 <Y, on a:

u € minor Y

On en déduit que :

{ueQ:u <2} CminorY

Soit un rationnel v > 2. Posons :
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d=v—2>10

On choisit un rationnel e vérifiant :

0<e<d

Comme la suite k — y? converge vers 2, on peut trouver un naturel K tel que :

i —2|=yi —2<e¢

pour tout naturel k£ vérifiant £ > K. On a alors :

Yp<2+e<2+0=0

Donc :
v ¢ minor Y’
On a donc :
minorY ={u € Q:u <2}
et :

inf {7 : k€ N} =max{u € Q:u <2} =2

38.5 Equivalence

On sait que :

Mk Mk +1 M
ng ng N

pour tout k£ € N. Donc :

Y — T, > 0
et :

e — 2| = ye — 2n

On a aussi 27 < y7 et :
2 _ 2| _,2_ 2
‘yk_xk| =Y — T

En soustrayant les inégalités :

yr <2+
xz > 2 — qy
on obtient :
v — 78 < (24+9) — (2—ag) = Y + ay
Posons :

5 9
Wk =M%+ ="—+—=—
N N N
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On a:

v — 23| < @
Comme y, > xp > x9g=1,0n a:
Ypt+ap>14+1=2
La factorisation :
yr — xp = (e — zn) - (e + 21) > (Y — 1) - 2

nous donne la borne :

e — 2kl _ @

— < <
\yk 33k| > 5 =5
Comme :
) ) 9
lim @, = lim — =0
k—o0 k—oo Nk

on en déduit que :

lim |yp — x| =0
k—o0

et :

lim (zp —yx) =0

k—o0

38.6 Conclusion

La racine de deux n’existe pas dans ’ensemble des rationnels, mais on peut trouver des suites de
rationnels de Cauchy, croissante et majorée :

1:$0§$1§§1’k<

ou décroissante et minorée :
2=y >N > 2y > ... >1
dont les carrés convergent vers 2 :

S22
lim z; = lim y, =2
k—ro0 k—ro0

On a également les propriétés extrémales :

sup{xi:kEN}:inf{yi:kGN}:2

et I’équivalence :

lim (2 —yx) =0
k—o0

On aimerait en déduire que les suites convergent et que :

V2 = lim xk:klim yp =sup{xy : k € N} =inf {y; : k € N}
—00

k—o0
Malheureusement, ces limites et extrema n’existent pas dans l’ensemble des rationnels. Nous
sommes donc amenés a associer au nombre /2 des ensembles associés a ces suites. La généralisation
de ces propriétés nous mene a la construction des nombres réels.
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Chapitre 39
Réels

Dépendances

— Chapitre 23 : Les nombres naturels
— Chapitre 24 : Les nombres entiers
— Chapitre 25 : Les nombres rationnels

39.1 Suites

On note €' I'ensemble des suites de Cauchy rationnelles croissantes, €+ I’ensemble des suites de
Cauchy rationnelles décroissantes et :

¢=c¢luyet

I’ensemble des suites de Cauchy rationnelles monotones.
39.1.1 Equivalence

Els)y={tec’ :s=t}

£7(s) = {t e ¢’ lim(s, —t,) = o}
EL(S):{tGQ:lISEt}

EX(s) = {t cet: hrIzn(S" —tn) = O}

E(s)={te:s=t}
E(s) = {t S li7rln(sn —tp) = O}

39.2 Ensembles

AMu)={veQ:v<u}

O(u) ={veQ:v>u}

223
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s:N—Q
Sin S,
A(s) = sup{A(s,) : n € N}

A(s) = U/\(S”): U{UGQSUSSn}

neN neN

O(s) = irc_lf{g(sn) :n € N}

O(s) = [ 0(sn) = [[{v €Q:v > s,}

neN neN

39.3 Séparation

On aimerait bien étendre Q en construisant un ensemble qui contienne la solution r d’équations
telles que 72 = 2. Notons que si 72 = 2 et que ’on veut garder dans cet ensemble étendu les propriétés
des rationnels, on doit également avoir (—r)? = r? = 2. Il y aurait donc deux solutions. Nous allons
étudier séparément la solution liée aux rationnels positifs. Soit la fonction f : Q — Q définie par :

f(x):{02 siz <0

T sixz > 0

pour tout z € Q. On part de la constatation que, si la solution de f(z) = 2 n’existe pas dans
Q, l'équation « sépare » les rationnels en deux catégories : les z tels que f(x) < 2 et les y tels que
f(y) > 2. Considérons I’ensemble :

R={z€Q: f(x) < 2}

Plus on augmente la valeur de « € R, plus 'erreur ¢ = 2 — 22 > 0 diminue. On a par conséquent

envie de dire que la solution r est le plus grand des éléments de R. Mais comme ni le maximum
ni le supremum n’existent au sens de l'ordre <, nous le considérons plutét au sens de l'inclusion
ensembliste C sur les sous-ensembles de R :

r= Stép‘B(R) =R

Nous sommes donc amenés a associer un sous-ensemble R des rationnels a chaque élément r de
I’ensemble que nous désirons construire. Mais nous n’allons pas prendre n’importe quel sous-ensemble
de Q : on désire que les sous-ensembles acceptés vérifie des propriétés analogues a notre R particulier.
Or, pour tout x € R, 'ensemble :

Az)={yeQ:y < z}

est inclus dans R. Cette propriété est a la base de la construction des réels.
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39.4 Définition

On nomme réel tout nombre r associé a& un sous-ensemble R C Q tel que :
— R#10

— Il existe un g € Q tel que R < p

— Pourtout r € Ret ye Qtelquey < x,onaye R :

AMz)={yecQ:y <2} CR

— Le maximum de R n’existe pas.
On note R I'ensemble des réels.

Corollaire

Si le rationnel = € Q n’appartient pas & R, on a y ¢ R pour tout y € Q vérifiant y > x (dans le
cas contraire, on aurait © ¢ R avec x < y et y € R, ce qui contredit la définition des réels).

Notation

Pour tout réel r associé au sous-ensemble de rationnels R, on note bien entendu :

r=supR

39.5 Inclusions

On peut associer a tout rationnel x € Q un ensemble A(z). Or, on a clairement A(z) # () et
A(x) < x. Soit s € A(z). On a A(s) C A(x). On peut aussi trouver un ¢ € A(x) tel que s < t < .
Donc, s ne peut pas étre le maximum de A(x). On en conclut que tout rationnel = correspond au
réel associé & A(z). Les entiers pouvant étre considérés comme des cas particuliers de rationnels et
les naturels comme des cas particuliers d’entiers, on a donc finalement : NC Z C Q C R.

39.6 Ordre

L’ordre sur les réels découle directement de 'ordre C sur les ensembles. Soit » € R associé au
sous-ensemble R C Q et s € R associé au sous-ensemble S C Q. On dit que 7 est plus petit que s et
on le note :

si et seulement si R est inclus dans S :

Totalité

Supposons que pour tout x € R, on ait x € 5. On a alors R C S et r < s par définition.
Inversément, supposons que l'on puisse trouver un = € R tel que x ¢ S. Tous les rationnels z € Q
tels que z = x ou z > x vérifient z ¢ S. Par conséquent, si y € S, on doit avoir y < z. Mais, par
définition des réels et comme x € R, on doit aussi avoir y € R. On en conclut que S C R, et donc
s<r.

Pour tout couple de réels (r,s) € R? on a donc soit 7 < s, soit s < 7. L’ordre ainsi défini est
donc total.
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Ordre strict

On a également 1’analogue pour l'ordre et l'inclusion stricts :

r<s & RCS

Ce qui revient a dire que r < s si et seulement si r < s et r # s.

39.7 Addition

L’addition de r € R associé a R et de s € R associé a .S est définie par :

r+s={r+yeQ:z€R, yeS}

39.8 Neutre additif

Soit 0 € QQ et le sous-ensemble de rationnel correspondant :

Z={re€Q:2 < 0}

Soit € R associé a I'ensemble R et I’ensemble S = R + Z associé a 'addition r + 0.

Tout s € S peut s’écrire sous la forme s = x + z, pour un certain x € R et un certain z € Z. Si
2z =0, on a bien évidemment s = x € R. Sinon, z < Oet s < x, d’ou s € R par définition des réels.
On a donc S C R.

Réciproquement, soit un rationnel x € R. Si on avait y < x pour tout y € R, notre x serait le
maximum de R, ce qui n’est pas possible par définition des réels. On peut donc trouver un y € R
tel que x < y. Le rationnel d = x — y est strictement négatif et appartient donc & Z. On en déduit
que :

r=x—y+ty=d+y

oude Zetye R Donc,r€Set RCS.
La double inclusion nous montre alors que R = S, autrement dit que r +0 = r. L’élement neutre
pour 'addition, noté 0 € R, est donc associé a I’ensemble des rationnels strictement négatifs :

0={zeQ:2z < 0}

39.9 Positifs et négatifs

On définit les ensembles des réels positifs et négatifs par :
Rt={zeR:z>0}
R ={zeR:2<0}

39.10 Signe

La fonction signe est définie par :

. 1 siz>0
() =4 G <0

pour tout x € R
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39.11 Opposé

Soit r € R. On aimerait bien trouver I'opposé —r € R tel que :

Sir e Q, on asimplement :

—r=A-r)={zxeQ:z < —r}
Sir € R\ Q, on définit I'association :

—r={-z:2€Q\R}

ou R C Q est ’ensemble de rationnels associé a r.

39.12 Soustraction

On définit la soustraction par :

r—s=r+(-s)
pour tout r,s € R.

39.13 Valeur absolue

La valeur absolue d'un réel r € R est définie par :
7| = sup{—r,r}

Propriétés

On a clairement |—r| = |r|. Sir > 0,ona |r|=7r>0.Sir < 0,ona |r|] =—r > 0. On en
conclut que |r| > 0 pour tout € R. Si |r| =0, on a soit r = 0 ou —r = 0. On en conclut que r = 0.
Enfin, choisissons r,s € R :

— Sir,s>0,onalr+s/ =r-+s.

— Sir>0ets < 0,ona|r+s| <max{|r|,|s|}

— Sir < 0ets>0,ona|r+s| <max{|r|,|s|}

—sir,s < 0,onalr+s|=(—r)+(—=s)=|r|+|s|

On en conclut que |r + s| < |r| + |s| pour tout r, s € R.

|
|

39.14 Distance

On définit une distance sur R par :

vist(z,y) = |z -y

On a bien 0ist(z,y) > 0. La condition dist(x,y) = 0 implique que |z — y|, donc x —y = 0 et
x =y. Enfin :

Oist(z, 2) |z — 2|
|z —yl+ |y — 2|

<
< dist(x,y) + dist(y, 2)
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39.15 Arrondis

L’arrondi inférieur d’un réel z € R associé a X est le plus grand entier dont I’ensemble associé
est inclus dans X :

|z] =sup{n € Z, A(n) C X}

L’arrondi supérieur est le plus petit entier dont ’ensemble associé inclut X :

[] =inf{n € Z, X C A(n)}

Eloignement

Supposons que :
[[z] =] > 1
on aurait :

r—|z|>1
x> |z]+1

avec |z| + 1 entier, ce qui contredit I’hypothése de supremum de 'arrondi inférieur. On déduit
I’analogue pour l'arrondi supérieur. On a donc :

max{|[z] —z[,[[z] — 2|} <1

39.16 Suites convergentes

Soit r € R, 'entier m € Z et le naturel n € N tel que n # 0. On considére la suite des rationnels
x, € Q définis par :

-m
Tp — 2_n
On va tenter de choisir m pour que :
m 1
<t
AL AL
Cette inégalité est équivalente a :
< 1
TR
1
r—— < —
2n - 2n

En multipliant par 2", on en déduit que :
r-2"—-1<m<r-2"+1
Il suffit donc de prendre :

m e {[r-2"],|r-2"|}

pour satisfaire la contrainte demandée. La suite des x,, converge vers r puisque :

lim |z, —r|=0
n—oo
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On le note :

lim x, =r
n—ro0

On peut donc également identifier tout réel a une suite de rationnels qui converge vers lui.

Opération

On peut se servir de ce résultat pour étendre une opération % définie sur Q. Soit r,s € R et les
suites de rationnels z;, y; € Q convergent respectivement vers r et s :

lim z, =r
n—0o0
lim y, = s
n—oo

On définit alors :

rx s = lim [z, % y,]
n—oo

39.17 Multiplication

Soit r, s € R. et les suites de rationnels z,, et y, vérifiant :

lim x, =r
n—oo
lim y, = s
n—oo

On définit la multiplication par :

r-s= lim xz, -y,
n—o0

39.18 Inverse

L’inverse d'un réel r € R est le réel r~! tel que :

39.19 Daivision

Soit 7, s € R avec s # 0. On définit la division de r par s par :

39.20 Puissance

Soit z € R et n € N. La puissance de x est comme d’habitude :

Les puissances négatives sont données par :

7" = (x_l)n
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Comme l'inverse d’une puissance est la puissance de l'inverse, on a aussi :

39.21 Racines

Soit € R et n € N. On dit que z est la n™ racine de z si :

On note alors indifféremment :

z=2"" = Yz

Un cas particulier important est celui de la racine carrée :

Vi =z =z

39.22 Unicité

Amplitude

Soit x,y,z € R avec x,y > 0 et n € N. Il est clair que si z # y, on a forcément z™ # y”. On en
conclut que si z et y sont tels que " = y™, on a forcément x = y. Les racines sont uniques sur R*.

Signe
Soit z € R. On a :
1 = (—x)?

Par conséquent, z et —z sont des racines carrées de z = 2. Pour conserver I'unicité on impose
que :

Vz=|z| >0
Il en va de méme pour les puissances paires 2n, ou n € N car :
I’Qn — (xQ)” _ ((_x)Z)” _ (_$)2n
Par contre, pour les puissances impaires :
$2n+1 — ($2)” o= — ((_$)2)” . (—I) — _(_m)2n+1

Le signe n’est pas ambigu. En résumé, on a :

2n/:c2n — ’:L’|

2n+1
x2n+1 =7
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39.23 Racine d’un produit

Soit n € Net a,b,x,y € R avec :
a"=x
" =y
On a :
at-b'=a-..-a-b-...-b=a-b-...-a-b=(a-b)"
On en déduit que :

vVar-b"=a-b

c’est-a-dire :

YTy = Q/}.\n/g:(x.y)l/n:xl/n.yl/n

La racine d'un produit est égale au produit des racines.

39.24 Racine d’une racine

Soit m,n € N et a,b,c € R avec :

On voit que :
a—=pi/m — (Cl/n)l/m

Malis on aussi :

donc :
a = Cl/(m~n)
On en déduit finalement que :

(Cl/n) 1m _ L/ (men)

39.25 Puissances fractionnaires

Soit z € R et m,n € N. On définit les puissances fractionnaires par :

xfm/n _ (xl/n) -m _ 1

xm/n

Comme la racine d’un produit est égale au produit des racines, on a aussi :

:L,m/n _ (xm)l/n

-m/n _ (xfm)l/” _ L

x xm/n
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39.26 Somme en exposant

Soit a,b € Z et x € R. Posons :

L — /)
On a alors :

PRV

g — b
On voit que :

c’est-a-dire :

a-d+b-c
g ¢/l = g %a
qui n’est rien d’autre que :
a c
gt ¢/ = gita

39.27 Puissance d’une puissance
Soit a,b € Z et x € R. Posons :
5 — l/(bd)
On constate que :
(:L,a/b)c/d _ (zwd)c/d — poc
qui n’est rien d’autre que :

(xa/b)c/d .-

39.28 Puissance réelle

Soit z,s € R et la suite de rationnels {rq,rs,...} convergeant vers s :
lim r; = s
1—00

On définit la puissance réelle par :

z° = lim z™
1—+00

Additivité

Les propriétés des puissances fractionnaires nous montrent que :

pour tout x,r, s € R.

REELS



Chapitre 40

Extrema réels

Dépendances

— Chapitre ?7? : Les nombres réels
— Chapitre 77 : Les intervalles

40.1 Existence

Soit un sous-ensemble A C R avec A # (). Pour tout réel x € A, on note Q(x) le sous-ensemble

de rationnels associé.

— Supposons que A soit majoré (major A # (). Choisissons p € major A et considérons le sous-
ensemble de rationnels (Q(u) associé a p. Comme p > A et comme lordre < est dérivé de
l'ordre inclusif sur les sous-ensembles de rationnels associés, on a Q(z) C Q(u) pour tout
xz € A. On en conclut que 'union S des Q(z) est inclue dans Q(u) :

S=J Q@ <

T€EA

Comme Q(p) est majoré, on peut trouver un rationnel o tel que :

SCQu) <o

Donc S < o, ce qui prouve que S est majoré. D’un autre coté, comme les Q(z) ne sont pas
vides, il est clair que leur union S n’est pas vide.

Soit a € S et le rationnel § € Q vérifiant 5 < «a. On peut trouver un x € A tel que a € Q(x).
Par définition des sous-ensembles de rationnels associés aux réels, on a f € Q(x), donc 3
appartient a I'union S. Enfin, si S admettait un maximum M, on on pourrait trouver un
x € Atel que M € Q(z). On aurait aussi Q(z) C S < M, et donc Q(x) < M, ce qui contredit
la définition des réels. On en conclut que I’ensemble S correspond a un réel s. Mais on sait
que le supremum inclusif est égal & 'union :

§=sup{Q(z) € P(Q) : v € A}
L’ordre < des réels étant dérivé de C, on en conclut que le supremum de A existe et que :

s=sup A

Nous avonc donc prouvé que tout sous-ensemble A non vide majoré de R admet un supremum.
— Supposons que A soit minoré (minor A # ()). Choisissons A\ € minor A et posons :

—A={-zr€R:ze A}

233
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Comme A < x pour tout x € A, ona —\ > —zx et —\ € major(—A) # (). L’ensemble non vide
—A est donc majoré et admet un supremum S = sup(—A). On a S > —x pour tout = € A,
donc I = —S5 < x et I € minor A. Choisissons a € minor A. On a a < x pour tout x € A,
d'ott —a > —x et —a € major(—A). On en déduit que —A < S < —q, c’est-a-dire a < I < A.
Le réel I = —S est donc I'infimum de A :

inf A = —sup(—A)

Nous avonc donc prouvé que tout sous-ensemble A non vide minoré de R admet un infimum.

40.2 Adhérence et distance

Soit A C R et r € R. Soit I’ensemble :

D = {vist(r,z) : x € A}

— Supposons que r € adh A. On a alors :

dist(r, A) = inf D =0

Choisissons un réel 6 > 0. Si on avait dist(z,r) > & pour tout x € A, on aurait 0 < 6 < D,
ce qui contredit 'hypothése d’infimum nul. Donc, pour tout 6 > 0, on peut trouver un x € A
tel que dist(x,r) < 4.

— Reéciproquement, supposons que pour tout réel § > 0, on puisse trouver un xz € A tel que
d = dist(z,7) < 6. Dans ce cas, on a § < d € D. On en conclut que § ¢ minor D. Par contre,
sid <0,onad <0< D par positivité de la distance. On en conclut que minor D = | — 00, 0],
d’ou :

dist(r, A) = inf D = maxminor D = max | — 00,0] = 0

et r € adh A.

40.3 Eloignement

— Supposons a présent que le supremum S = sup A existe et que 'on puisse trouver un 6 > 0
tel que :

oist(S,x) =|S —z|=S—ax >

pour tout x € A. Soit alors :

On voit que S > y et que :

y—xz(y—S)—i—(S—ﬂC)Z—%—i—(Fz% > 0

pour tout x € A, c’est-a-dire y > A. On a donc S > y > A, ce qui contredit la définition du
supremum. Pour tout § > 0, on peut donc trouver un z € A tel que dist(S,z) < §. On en
conclut que 0ist(S, A) = 0, c’est-a-dire :

sup A € adh A
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— Soit I'ensemble A admettant un infimum I/ = inf A. Supposons que l'on puisse trouver un
0 > 0 tel que:

vist(,z)= | —z|=2—-1>0

pour tout x € A. Soit alors :

4]
S
On voit que I < y et que :
)
x—y:(x—f)+(]—y)25—§:§ > 0

pour tout x € A, c’est-a-dire y < A. On a donc [ < y < A, ce qui contredit la définition
de I'infimum. Pour tout 6 > 0, on peut donc trouver un = € A tel que dist(/,z) < 4. On en
conclut que 2ist(I, A) = 0, c’est-a-dire :

inf A e€adhA
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Chapitre 41

Opérations sur les limites

Soit les fonction f, g : R — R vérifiant :

F = lim f(x)
G = lim g(z)
Tr—ra

ou F,G € R. Choisissons un réel € > 0. Pour tout v > 0, on peut trouver un §(y) > 0 tel que :

dist(f(2), F) = |f(x) - F| <~
dist(g(x), G) = lg(x) — G| <5

pour tout = € R tel que dist(z,a) = |z — a|] < (7).
41.0.1 Addition

[f(z) +g(x) = (F+G)| < [f(x) = F[ +]g(z) — G| = 2v
11 suffit donc de choisir v = €/2 pour avoir |f(z) + g(z) — (F 4+ G)| < e. On en déduit que la
limite de f 4 g est F' 4+ G, c’est-a-dire :

lim [£(x) + g(x)] = lim f(z) + lim ()

r—a T—ra

Fonction constante

Dans le cas particulier ot une des deux fonctions est une constante G € R, soit :

g:x—G

pour tout x € R, on a :

limg(z) =limG =G

T—a Tr—ra

et :

lim [f(z) + G] = lim f(z) + G

T—ra T—ra
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41.0.2 Opposé

On a simplement :

[ 9(@)] = (=G)| =1G = g(2)| = |g(z) = G| < v
11 suffit donc de choisir v = € pour avoir |(—g(z)) — (—=G)| < e. On en déduit que la limite de —g

est —G, c’est-a-~dire :

lim [ — g(z)] = — lim g(z)

T—ra T—ra

41.0.3 Soustraction
On a:

lim [f(2) — g(z)] = lim [f(z)+ (- g(2))]

Tr—ra Tr—a

= lim f(x) + lim ( — g(x))

T—ra

= lim f(z) — lim g(x)

T—a T—ra

41.0.4 Multiplication

On voit que :

f(x)-g(x) = F-G| = [f(z) -g(x) = f(z) -G+ f(z) G- F-G]
= |f(z) (9(x) = G) + (f(x) = F) - G|
< |f(@)- (9(x) = G)| +|(f(z) = F) - G]
< |f(@)|-lg(z) = G|+ |(f(x) — F)| - |G|
< [f@)]-v+7-IG|

Comme :

f@)| =f(z) = F+ F| <|f(z) = F|+ F <y +|F|

notre borne peut se réécrire :
[f(z)-g(x) = F-G| < (y+I[F])-v+~-]G]
< (Y IF[+IG]) -
Si on choisit v = min{1,¢/(1 + |F| +|G|)}, ona vy <1 et :
[f(z) - g(z) = F -G <L+ [F|+|G]) v <e

On en déduit que la limite de f - g est F'- G, c’est-a-dire :

tim [£(x) - g(e)] = [1im £(x)] - [1m g()]



41.0.5 Inverse multiplicatif

Supposons que G # 0. On a :

‘L_l’ _ ’G—_g(x)
glx) G g(x) - |G|
G —g(z)]
l9(z)| - |G|
- T
l9(x)| - 1G]
On voit aussi que :
l9(z)| = lg(z) =G+ G| = |G- (G —yg(2))
> |G =G —g(x)]
> |Gl =~
Donc, si v < |G], on a:
‘;_i 7
glx) G~ (G =) 1G]

Nous allons voir qu’il est possible de majorer cette expression par e. En effet, la condition :

5
(IG[ =) - 1G]

est équivalente a :

Y<e (|Gl =) Gl =G e—e-|G| -7

ce qui revient a dire que :

(1+e-|G\)-’y§G2-e
et enfin :

G? €

0 < y<—2 "¢
T=T1+¢ (G

En imposant également v < |G|, on obtient la condition suffisante :

, G*- e
0 < v < m1n{|G|,m}

-1

O é’ < €. On en conclut que la limite de 1/g est 1/G, c’est-a-dire :

On a alors )
’ 1 1
im = —
v—a g(x)  limg,, g(x)

41.0.6 Fraction

Toujours sous 'hypothése que G # 0, on a :

@ R
tin 73— [t )] - [ty 2| = e
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Chapitre 42

Limites réelles

42.1 Fonction croissante
Soit une fonction f : R — R croissante et majorée par un certain M € R :

F={f(z)eR:zeR} <M

Comme l’ensemble de réels F' est non vide et majoré, on en conclut qu’il admet un supremum
inclus dans ’adhérence :

S=supF € adh F
Choisissons un réel € > 0. Comme 2ist(S, F') = 0, on peut trouver un « € R tel que :

vist(5, f(a)) =[5 = fla)] < ¢

Comme S > F,on a |S — f(a)] =5 — f(a) < e Soit un g € R tel que f > «. La fonction f
étant croissante, on a f(/5) > f(«), et donc :

vist(S, f(B)) =5 — f(B) <5 — fla) <e

On en déduit que f(x) converge vers le supremum S lorsque x — 0o. Par unicité de la limite, on

lim f(x) =sup{f(z) e R:z e R}

T——+00

42.2 Fonction décroissante

Symétriquement, si g : R — R est une fonction décroissante et minorée par un certain L € R,
I’ensemble non vide :

G={g(z)eR:zeR}>L

admet un infimum inclut dans adhérence :

I =infG € adh G

Choisissons un réel € > 0. Comme dist(I,G) = 0, on peut trouver un « € R tel que :

vist(, g(a)) = |[ — gla)| < e

Comme [ < F,on a |I — g(a)] = g(a) — I < e. Soit un § € R tel que § > a. La fonction g étant
décroissante, on a g() < g(«), et donc :
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vist(1,g(B)) = g(B) — I < gla) — [ < e

On en déduit que g(x) converge vers le supremum [ lorsque  — co. Par unicité de la limite, on

lim g(z) =inf{g(z) e R:z € R}

r—-+00

42.3 Limites supremum et infimum

Soit une fonction f : R +— R majorée et minorée. On définit la famille { F'(z) : € R} d’ensembles
non vides, majorés et minorés par :

F(z)={f(2):z€R, z>uz}

42.3.1 Limite supremum
Siz >y,ona F(x) C F(y), et donc sup F(x) < sup F(y). On en conclut que la fonction dérivée
d : R — R définie par :
d(x) =sup{f(z): z € R, z >z}

pour tout x € R est décroissante et minorée. Elle converge donc vers son infimum :

. _ . _ . : S
$Er£1w d(z) ;relﬂf{ d(z) ;relﬂg sup{f(z) : z € R, z >z}
D’un autre coté, la définition de d implique que :
lim d(z)= 1l : R, 2> 2} =1i
Jim d() = lim sup{f(z):z €R, 2>z} im sup f(z)
On en conclut que :

limsup f(z) = inﬂgsup{f(z) 2z €R, z>a}
Te

T—>+00

42.3.2 Limite infimum

Siz >y, ona F(x) C F(y), et donc inf F(x) > inf F(y). On en conclut que la fonction dérivée
¢ : R+ R définie par :

clx) =inf{f(z): z€R, z >z}
pour tout x € R est croissante et majorée. Elle converge donc vers son supremum :
lim ¢(x) =supc(z) =supinf{f(z): z € R, z >z}
T—r=+00 z€R z€R
D’un autre coté, la définition de ¢ implique que :

lim c¢(x) = lim inf{f(2):2€R, 2>z} =liminf f(z)

T—+00 r—r-+00 T—+00

On en conclut que :

liminf f(z) = supinf{f(z) : z € R, z > =}

T—+00 z€R
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42.4 Egalité des limites sup et inf
Soit une fonction f : R — R majorée et minorée. Posons :

S(z) =sup{f(2): z €R, z >z}
I(z) =inf{f(z) : z € R, z >}
et choisissons un réel ¢ > 0.
— Considérons le cas particulier ou les limites sup et inf sont identiques :

L = limsup f(z) = liminf f(z)
r—>+00

T—+00

pour tout x € R. Choisissons un o tel que |S(x) — L| < € pour tout z vérifiant x > o et un 7
tel que |I(x) — L| < e pour tout x vérifiant x > 7. Posant M = max{c, 7}, il vient :

f(z)<S(M)<L+e
f(z) 2 I(M) > L—e

pour tout réel z vérifiant z > M. On a alors :

|f(z) =Ll <e
On en conclut que la limite de f a l'infini existe et que :

lim f(z) = limsup f(z) = liriligoff(x)

T—+00 r—+00

— Inversément, supposons la limite de f & 'infini existe :

b=t
Soit un réel M tel que :
[f(z) =Ll <€

pour tout réel x vérifiant x > M. On a alors :

L—e<f(x)<L+e
On en déduit que :

S(x) < L+e
I(z)>L—¢

Le supremum étant supérieur a I'infimum, on a finalement :

L—e<I(x)<S(x)<L+e

et donc :

{15(z) = LI, [I(z) = L[} < ¢

On en conclut que S et I convergent vers L, c’est-a-dire :

limsup f(z) = l;r_rggoff(a:) = lim f(x)

r—+00 T—+00

42.5 Ordre et limite

Soit les fonctions f, g : R — R vérifiant f < g.
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42.5.1 A Pinfini

Supposons que les limites & I'infini existent :

Supposons que b > ¢ et posons € = (b—c¢)/4 > 0. On a alors :

b=c+ 4e
On peut trouver un réel F' tel que :
|f(z) —b] <€
pour tout réel x vérifiant x > F. De méme, on peut trouver un réel G tel que :
lg(z) —c| <€
pour tout réel x vérifiant x > G. Donc, pour tout réel x vérifiant + > M = max{F,G}, on a :

{1f(z) =0, lg(x) —c| } <e

On voit que :

b—e=c+3 > c+e
On en déduit que :

flx)>b—€ > c+e>g(x)

ce qui contredit f < g. Notre hypothése est donc fausse et b < ¢, c’est-a-dire :

T—r-+00 T—r—+00

lim f(z) < lim g(z)

42.5.2 Vers un réel

On montre par un raisonnement analogue que, si les limites de f, g en a existent, on a :

lim f(z) < lim g()

r—ra T—a

42.5.3 Supremum et infimum

Pour tout x € R, on a :

Mz)=inf{f(z): z€R, z >z} <o(x)=sup{f(z) : z€R, z >z}

On en conclut que A < 0. Leurs limites a l'infini respectent donc le méme ordre. Mais comme ces
limites correspondent aux limites infimum et supremum de f, on a :

liminf f(z) < limsup f(z)

T—+00 z——+00
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42.6 Ordre et supremum-infimum
Soit les fonctions f, g : R — R majorées, minorées et vérifiant f < g. Posons :

O)={zeR:z>z}

pour tout x € R.

42.6.1 Supremum

Soit les fonctions ¢, v définies par :

o(z) =sup{f(z):z €R, z >z}
v(z) =sup{g(z): z € R, z > x}

pour tout z € R. Quel que soit le réel x, on a f < g sur ©(z). On en conclut que :

p(x) = sup f(O(r)) < sup g(O(r)) = 7(x)

ce qui revient a dire que ¢ < . On doit donc avoir :

lim ¢(z) < lim 7(z)

T—+00 T—+00

c’est-a-dire :

limsup f(z) < limsup g(z)

T—r+00 T—r+00
42.6.2 Infimum
Soit les fonctions ¢, v définies par :

o(x) =inf{f(z): z € R, z >z}
v(z) =inf{g(z) : z € R, z > x}

pour tout z € R. Quel que soit le réel z, on a f < g sur ©(z). On en conclut que :

p(2) = inf f(O(x)) < inf g(6(x)) = (x)

ce qui revient a dire que ¢ <. On doit donc avoir :

lim o(z) < lim ~(z)

T—+00 T—+00

c’est-a-dire :

liminf f(z) < liminf g(z)

T—>+00 T—+00

42.6.3 Egalité

Supposons que :

L = liminf f(x) = limsup g(x)
T—+00 z—+00
On a alors :

L =liminf f(z) < limsup f(z) < limsup g(x) = L

T—+00 T—~400 T——+00
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Les limites sup et inf de f sont donc toutes deux égales a L et :
lim f(x)=liminf f(x) =limsup f(z) = L
lim_f(a) = liminf f(z) = lansup f(z)
On a aussi :
L = liminf f(z) < liminf g(x) < limsupg(z) = L
T—+00 T—>+00 T—+4-00
Les limites sup et inf de g sont donc toutes deux égales a L et :
lim g(z) = liminf g(z) = limsupg(z) = L
T—r+00 T—>+00 T—+00
On en conclut que les limites de f et g existent et que :

lim f(z)= lim g(x)

T—-+00 r——+00

42.7 Cadre

Soit les fonctions f,5, 1 : R — R majorées, minorées et vérifiant I < f < S. Supposons que :
L =liminf I(xz) = 1i
im inf /(2) im sup S(x)
On a alors :
L =liminf I(z) < liminf f(x) < limsup f(z) < limsup S(z) = L
T—+00 T—+00 z—+o00 T—>+00
On en déduit que :
liminf f(z) = limsup f(z) = L
T—>+00 z—+00
La limite de f existe donc et :

lim f(x)=liminf /(x) = limsup S(z)

Tr——+00 r——+00 T— 400



Chapitre 43

Suites de réels

43.1 Monotones

Soit une suite de réels r; < xy < x3 < ... croissante et majorée. On a alors :
lim x, = sup{z, € R:n € N}
n—oo

Soit une suite de réels y; > vy > y3 > ... décroissante et minorée. On a alors :

lim y, = inf{y, € R:n € N}

n—o0

43.2 Limites extrémales

Soit une suite de réels {u, € R :n € N} majorée et minorée. On a :

lim sup u,, = inf sup{u,, : m € N, m > n}
n—00 neN

liminf u,, = supinf{u,, : m € N, m > n}
n—oo neN
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Chapitre 44

Sommes réelles

44.1 Introduction

Nous nous intéressons a des suites de réels A C R de la forme :

A={a,eR: ke Z}

44.1.1 Dénombrable

Supposons que Z C Z. Si les sommes partielles convergent, on définit :

“+00 n
E akzg akzlimg ag
n—oo
=0 k=0

keN k=

dans le cas ot Z =N et :

n

“+o00
E ar = E ar = lim g ak
n—oo

keZ k=—o00 k=—n

dans le cas ou Z = Z. On définit aussi :

“+oo n

E ap = lim g ay
n—o0

k=m k=m

44.1.2 Quelconque
Pour un ensemble Z quelconque, on pose :
Zt={ke€Z:a,>0}
et :
ZﬁI{]{IEZZCLk < 0}
Sous réserve d’existence du suprémum, on définit :

Z ak:sup{Zak:I§Z+, ]ﬁni}

keZ+ kel

ainsi que :
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Z ak:—sup{—Zak:IQZ_, [ﬁni}

keZ—- kel

On définit alors la somme par :

Zak: Za;ﬁ— Zak

keZ keZ+ keZ—

44.2 Additivité

Soit la suite :

A={a,eR:keN}

On définit la suite {S,, : n € N} des sommes partielles par :

n
Sn: E Qe
k=0

pour tout n € N. Choisissons un m € N vérifiant m > 1. On définit la suite {D,, : n € N} des
sommes partielles commencant en m par :

n
Dn = Z Qg
k=m
pour tout n € N vérifiant n > m. Choisissons un naturel n vérifiant n > m. On a :

n

m—1
Sn: Zak—FZak :Sm_l—i-Dn
k=0

k=m
Si on pose :
E= Smfl
on a :
S, =FE+ D,

pour tout n € N vérifiant n > m. Si la limite de la suite des D,, existe, celle des S,, aussi et :
lim S, =F+ lim D,
n—o0 n—oo
Inversément, si la limite des S,, existe, celle des D,, aussi et :
lim D, = lim S, — FE
n—oo n—oo

On a par définition :

“+o00
lim S, = g ag
n—oo
k=0
et :
“+o00

Y Do =D o

k=m



44.3. SOMME RESIDUELLE

On en conclut que :
400 m—1 400
D= at) a
k=0 k=0 k=m

44.3 Somme résiduelle

Si la somme des a; converge, I'additivité nous dit que :

+o00 +o0 m—1
Dom=D k=) a
k=m k=0 k=0

En passant a la limite m — oo, on a :

+o00 +o00 m—1
lim E ar = lim ak—g ag
m—0o0 m—00
k=m k=0 k=0
m—1

- Z“’f‘%ﬂﬁoz
k=0

- Ya- Y
k=0 k=0

= 0

La suite des sommes résiduelles R,, définie par :

+o0o

Rm:Zak

k=m

pour tout m € N converge donc vers zéro lorsque m tend vers 'infini.

44.4 Termes positifs

Soit la suite positive :

P={pr € R:p, >0, ke N}

et la suite des sommes partielles :

k=0

Choisissons m,n € N tels que m < n. On a :

S —prr Z Pk = Sm + Z Pk

k=m-+1 k=m+1

Par positivité, des pg, on a :

Z pr >0

k=m+1
et :
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Sp > Sm

La suite des S,, est croissante. Si on peut trouver un M € R tel que :

Sp <M

pour tout n € N, la suite est majorée et converge vers son suprémum :

Zpk 1im Zpk = SUPZPk

nEN

44.5 Convergence absolue

Soit la suite :

A={ar €eR:keN}

La suite dérivée :

P ={lay| e R: k €N}

est positive. Si on peut trouver un K € R tel que :

n
D lal <K
k=0

pour tout n € N, la suite des valeurs absolues converge et :

Z |ak| = SUPZ ||

nEkO

La suite des sommes résiduelles associées converge donc vers zéro :

—+00
lim > " Jax| =0
m—0o0

k=m

Comme :
—|ag| < ap < |ak|
on a :
n n n
“K <= arl €D ar <D ak| < K
k=0 k=0 k=0
et :

3

i

3

b
Il

est donc majorée et minorée. Elle admet par conséquent des limites suprémum :



44.5. CONVERGENCE ABSOLUE 253

o =limsup S, = ingsup{sk ckeN, k>n}
ne

n—oo

et infimum :

A = liminf S, = supinf{S; : k € N, k > n}
n—oo

neN

La suite des .S,, converge-t-elle 7 Autrement dit, les limites suprémum et infimum des S,, sont-elles
identiques ? On sait déja que :
A< o

Soit la famille de suprémums décroissants définie par :

H,, =sup{S,:n e N, n>m}
pour tout m € N. On a :

o= inf H,,
meN

Soit la famille d’infimums croissants définie par :

B, =inf{S, :n € N, n > m}
pour tout m € N. On a :
A =sup B,,
meN
Soit ¢ > 0. Comme la somme résiduelle converge vers zéro, on peut trouver un naturel M tel

que :

“+00

>l <5

k=m
pour tout naturel m vérifiant m > M. Choisissons des naturels m, n tels que n > m—+1et m > M.
L’additivité finie nous dit que :

n m n
D ow=D at ), a
k=0 k=0

k=m+1

c’est-a-dire :

Su="Sn+ > ax
k=m+1
ou :

En prenant la valeur absolue, il vient :

n

> o

k=m+1

|Sn - Sm| =

< Y

k=m+1

Les termes |ay| étant positifs, la suite des D; définie par :
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%
Di= 3 lul
k=m+1

pour tout naturel ¢ vérifiant ¢ > m + 1 est croissante, majorée et converge vers son suprémum.
On a donc :

n +o0
> farl < lim D= )yl
k=m+1 el k=m+1
et :
+o0o
k=m+1

Comme m +1 > m > M, le terme de droite est majoré par /2 et :

€
— < —

Choisissons m > M. Pour tout naturel n vérifiant n > m, on a soit n = m et S,, = S,,, soit
n > m+ 1. On en déduit les inégalités :

Sngmax{Sm,Sm+§} :5m+§

et :

SaniD{Sm,Sm—g}:Sm—g

En passant au suprémum pour les entiers n vérifiant n > m, on en déduit que :

€
Hm<Sm a
hS +2

En passant a I'infimum pour les entiers n vérifiant n > m, on en déduit que :

€
Bm> m - 5
> S 5

En combinant ces deux inégalités, on obtient :

€

ngsm+f:(sm >

< B,,
7 )—l—e_ +¢€

et a fortiori :

inf H,, < sup B,, +¢€

meN
m>M ﬁgﬁ
c’est-a-dire :
oc<A+e

Cette relation étant valable pour tout € > 0, on en déduit que :

o<\
Comme on a également A < o, on en conclut que A = . La somme converge donc et :
+00

Z ap = limsup S,, = liminf S,

n—00 n—00
k=0
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44.6 Progression géométrique infinie

Si le réel a vérifie [a| > 1, on voit que a™™ converge vers 0 lorsque n tend vers l'infini. On a
alors :

n+1_1 1
Za lim =
n—oo @ — 1 1—a
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Chapitre 45

Complexes

Dépendances

— Chapitre 23 : Les nombres naturels
— Chapitre 24 : Les nombres entiers
— Chapitre 25 : Les nombres rationnels
— Chapitre 39 : Les nombres réels

45.1 Nombre imaginaire

Nous avons vu que le carré d’un nombre positif est forcément positif. Par conséquent, on ne peut
pas trouver de z € R tel que :

2 =—1

Il nous faut donc inventer un nouvel objet, que I’on nomme nombre imaginaire, et que I’on note
i, tel que :

i?=-1

On peut deés lors étendre la définition de la racine carrée par :

V-1=i

Soit x € R. Comme 'on veut conserver les propriétés des produits et puissances, on note que :

(r-i)2=22-i* =27 (—1) = —2?

On a par conséquent :

Notation

On note aussi :

Remarque

Attention & ne pas confondre les variables « 7 » avec le nombre imaginaire « i ».
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45.2 Définition

Nous allons a présent nous intéresser aux propriétés algébriques des couples nombre réel - nombre
imaginaire. Pour tout (a,b) € R?, nous introduisons la notation complexe :

a-+1b

L’ensemble des nombres complexes est simplement 1’ensemble des couples réel - imaginaire :

C={a+1ib: a,beR}

45.3 Parties réelles et imaginaires

Soit z € C et a,b € R tels que :

z=a-+1b

On nomme a la partie réelle de z, et on la note :

R(z)=a

On nomme b la partie imaginaire de z, et on la note :

On a donc :

45.4 Complexe conjugué

Soit z € C et a,b € R tels que :

z=a-+1b

Le complexe conjugué de z est le nombre donné par :

Z=conj(z) =a+i(-b) =a—1ib

On a donc :

45.4.1 Conjugué carré

Il est clair d’aprés la définition que :

conjconjz =z
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45.5 Addition

Soient x,y € C et a,b,c,d € R tels que :

r=a-+1ib
y=c+id

Comme nous désirons conserver les propriétés de commutativité et d’associativité de I'addition,
on a :

r+y=a+ib+c+id=(a+c)+i(b+d)

45.6 Soustraction
Soient z,y € C et a,b,c,d € R tels que :

r=a-+1b
y=c+id

Comme nous souhaitons conserver les propriétés de la soustraction, on a simplement :

r+y=a+ib—(c+id)=a+ib—c—id=(a—c)+i(b—d)

45.7 Multiplication

Soient z,y € C et a,b,c,d € R tels que :

r=a-+1b
y=c+id

Comme nous voulons conserver les propriétés de la multiplication, nous écrivons :

z-y=(a+ib) (c+id)=a-c+ia-d+ib-c+i’b-d

En tenant compte de la définition du nombre imaginaire, on a :

r-y=a-c+ia-d+ib-c—b-d

et finalement :

x-y=(a-c—=b-d)+i(a-d+b-c)

On a donc :

45.7.1 Mixte

On en déduit le cas particulier suivant :

(a+ib)-c=a-c+ib-c
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45.7.2 Multiplication par i

Soit z € C et a,b € R tels que :

z=a-+1b
Comme :
iz=ia+i*b=1ia—b
on a :
R(iz) =—-b=—-3(2)
S(iz) =a=R(2)

45.7.3 Conjugué
On a:

conj(x) - conj(y) = (a-c—b-d)—i(a-d+b-c) = conj(x - y)

45.8 Module

Soit z € C et a,b € R tels que :

z=a+1ib
On définit le module de z par :

2| = Va2 + 52 > 0

On voit que le module est un réel positif. Dans le cas d’un réel, le module s’identifie & la valeur
absolue, ce qui justifie la notation identique.

45.8.1 Conjugué

On voit que :

z-Z=(a+ib) - (a—ib) =a* +b* +i(a-b—a-b) = a* + b*

c’est-a-dire :

45.9 Inverse

Soit z € C et a,b € R tels que :

z=a-+1b

Multiplions la relation z - Z = |z|* par :

(= 1)

11 vient :
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1 z

=2
z e
Nous pouvons donc évaluer I'inverse d’'un nombre complexe :

1 a—1b a . b

- = = —1i
z  a?+b% a2+ b2 a? + b?

Inverse de i

On a en particulier :

45.10 Division

Soient z,y € C et a,b,c,d € R tels que :
r=a+1ib
y=c+id

On définit la division de deux nombres complexes par :

1 z-y
Y y oyl
On a donc :
r  (a+ib)-(c—id)
y cz 4+ d?
ou encore :

z_(a-ctb-d)+ilb-c—a-d)

Y c? + d?

45.11 Obtention des parties réelles et imaginaires
Soit z € C et a,b € R tels que :

z=a-+1b

En additionnant z et son conjugué, on obtient :
z+Z=(a+1ib) + (a—1ib) = 2a = 2R(z)
ce qui permet d’obtenir une expression de la partie réelle :
R(z) = 5= +72)
En soustrayant z et z, on obtient :

z—Z=(a+1ib) —(a—1ib) =2ib=2i3(z)

ce qui permet d’obtenir une expression de la partie imaginaire :
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Cas particuliers

On en déduit directement que si z = Z, on a I(z) = 0 et z € R. Par contre, si z = —Z, on a
R(z) =0 et z est purement imaginaire.

45.12 Puissance

Soit n € Navecn #0, z € Cet a,b € R tels que :

z=a-+1b

On définit la n™¢ puissance d’un nombre complexe par :

=1
S — n—1
Négatives
Les puissances négatives sont données par :
1
L
=
Racines
La n'™¢ racine z € C de z est définie par :
"=z
On a alors :
z =g/
Fractionnaires

Soit m € N. on a simplement :

Zm/n _ (Zl/n)m

Réelles

Soit s € R et une suite {r; € Q : i € N} qui converge vers s. On définit :

2% = lim 2"
1—>00

45.13 Ordre partiel

Soit les complexes x,y € C et les réels a, b, ¢,d € R tels que :
r=a+1ib
y=c+id

On dit que = est plus petit que y au sens des composantes, et on le note x < y si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
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45.14 Ordre total

Soit les complexes x,y € C et les réels a, b, c,d € R tels que :

r=a+1ib
y=c+id
On dit que x est plus petit que y et on le note x <Xy si :

a < ¢

ou si les conditions suivantes sont vérifiées :

45.15 Inclusion

Pour tout a € R, onaa=a+1i0 € C. On considere donc que R C C.
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Chapitre 46

Intervalles de réels

Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les nombres réels

46.1 Intervalles bornés
Soit a,b € R avec a < b. L’intervalle fermé [a, b] est défini par :

[a,b] ={r €eR:a <z <b}

L’intervalle ouvert |a,b| est défini par :

la,b] ={x €eR:a < = < b}

On recontre aussi les intervalles semi-ouverts a gauche :

la,b) ={z €R:a < x < b}

ou a droite :

[a,b] ={zeR:a<x < b}

46.2 Intervalles non bornés

Soit a € R. Les intervalles non bornés sont des intervalles partant de 'infini négatif ou/et allant
jusqu’a l'infini positif :

la,+o0[ = {xe€eR:z>a}

la,40] = {z€R:z > a}

| —00,a] = {zeR:zx<a}

| —00,af = {ze€R:z < a}
] =00, 0] = R

46.3 Boules

Soit ¢,r,z € R avec r > 0. La condition |z — ¢| < r est équivalente & x —c < r et —(x —¢) =
c—x < r.On en déduit que :
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r<c+r
r>c—r

ce qui revient a dire que = € [¢ — r, ¢+ r|. Nous obtenons un résultat analogue avec les inégalités
strictes. On peut donc exprimer les boules en terme d’intervalles :

Ble,r] = [e—r,c+7]
B(c,r) = Je—r,c+r|

On peut inverser ces relations et exprimer certains intervalles en termes de boules. Soit a = ¢ —r
etb=c+7r.Onaalorsa <bet:

a+b=c—r+c+r=2
b—a=c+r—c+r=2r
On en déduit que :

] = B [a—i—b’b—@}

2 2
a+b b—a
atl = 3 (4050

46.4 Majorants et minorants

Soit a,b € R avec a < b et x € R.
Pour que = > [a,b], il faut que x > b. Si y € [a,b], on aura alors x > b > y d'ou & > y par
transitivité de 'ordre. On en déduit que :

major|a, b] = ]b, +00]

On obtient le méme résultat pour 'intervalle ouvert :

major |a,b[ = |b, +o0]

ainsi que pour les intervalles semi-ouverts.
Pour que = < [a,b], il faut que 2 < a. Si y € [a,b], on aura alors * < a < y d’ou < y par
transitivité de 'ordre. On en déduit que :

minor|a, b] = [—00,a]

On obtient le méme résultat pour 'intervalle ouvert :
minor |a, b = [—o0, af

ainsi que pour les intervalles semi-ouverts.

46.5 Maximum et minimum
Soit a,b € R avec a < b. On a clairement :
max[a,b] = max |a,b] = max | —o00,b] =b

minfa,b] = minfa,b] = minfa, +oo[ =a

Les autre types d’intervalles n’admettent ni maximum ni minimum.
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46.6 Supremum et infimum

Dans le cas ot le maximum de I'intervalle I existe, on a sup / = max I. Dans les autres cas, on a
par exemple :

sup |a, b[ = minmajor |a, b] = min[b, +oo[ = b

et le méme résultat pour les intervalles semi-ouverts.
Dans le cas ot le minimum de l'intervalle I existe, on a inf I = min /. Dans les autres cas, on a
par exemple :

inf |a, b[ = maxminor |a, b[ = max | — 00,a] = a

et le méme résultat pour les intervalles semi-ouverts.

46.7 Adhérence, intérieur et frontiére
On peut vérifier que :
adhla,b] = adh |a,b] = [a,b]
int[a,b] = int |a,b] = Ja,b]
et ainsi de suite. La frontiére est donc simplement :

Jla,b] = 0 la,b| = {a,b}
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Chapitre 47

Dimension n

Dépendances
— Chapitre ?? : Les naturels
— Chapitre 7?7 : Les entiers
— Chapitre 77 : Les rationnels
— Chapitre 7?7 : Les réels
— Chapitre ?? : Les complexes

47.1 Définition

Conformément & la définition de la « puissance » d’'un ensemble, N" est I’ensemble des n-tuples :

Nn = {(m17m27 Jmn) TMy, Moy .oy My S N}

ou chaque composante m; est un naturel. On a pareillement :

VARS {<217227 '-'7zn) 121,22, ., 2n € N}
Qn = {(QhQQy aQn) 241,92, -.-,4n € Q}
Rn = {(7‘177“2, ...,Tn) 1,79y ...,Tp - R}
C" = {(61,62, "'7Cn) 1C1,C2y .., Cn € (C}

Dans la suite, nous notons :

D ={N",Z",Q",R",C"}

On dit que les éléments de D sont des ensembles de dimension n.

47.2 Egalité

Soit ’ensemble A" € D et z,y € A™. On a :

T = (T1,T9, ..., Tp)

Y= (Y1,Y2, s Yn)

On dit que = = y si et seulement si z; = y; pour tout i € {1,2,...,n}.
De méme, on dit que = = 0 si et seulement si z; = 0 pour tout 7 € {1,2,...,n}.
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47.3 Ordre partiel
Soit ’ensemble A" € D et z,y € A". On a :

T = (T1,T9, ..., Tp)
Yy = (y17y27 7yn)
On dit que = < y si et seulement si x; < y; pour tout ¢ € {1,2,...,n}. On le note aussi y > z.

On dit que x < y si et seulement si x; < y; pour tout i € {1,2,...,n}. On le note aussi y > z.
47.4 Opérations internes
Soit ’ensemble A" € D et z,y € A™. On a :

r = (21,22, ..., Tp)

Yy = (yl>y27 7yn)
pour certains x;,y; € A.
Les opérations sur A™ sont définies par la méme opération appliquée aux composantes. L’addition
s’écrit donc :

x+y: (513'1 +ylax2+y27“-axn+yn>

tandis que la soustraction est donnée par :

r—y=(T1—Y1,T2 — Y2, ..., Ty — Yn)

47.5 Multiplication mixte

La multiplication mixte - : A x A™ — A" est définie par :

a-r=(a T, Ty ..., Ty)

pour tout o € A.

Notations

On note bien entendu :

r-a=ua-x

Choisissant un € A, on pose également :

a-f-r=(a-B) x
Enfin, le signe de multiplication est souvent omis :
ar=a-r
47.6 Neutre
Soit ’ensemble A™ € D. On note :
0=1(0,0,...,0)

I’élément 0 € A™
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47.7 Lien avec les fonctions

On voit clairement que ces relations et opérations sont équivalentes aux mémes relations et
opérations définies sur les fonctions :

{12, ont = {F(1), £(2), -, f()} = (fr, f2r o0 fn)

associées.

47.8 Puissance

Soit = (z1,...%n),y = (Y1, ..., yn) € A™. La puissance s’écrit :
Y=y Y
47.9 Factorielle

Soit m = (my, ma, ...,m,) € N". On définit :

m! =mq!-me!- ... -my!
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Chapitre 48

Matrices

Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les réels
— Chapitre ?? : Les complexes

48.1 Définition

Les matrices sont des tableaux de réels, de complexes, ou de composantes d’une autre nature
appartenant a un corps quelconque. Voici un exemple d’'une matrice a m lignes et n colonnes :

ai ai2 ... QA1p

a21 29 ... QA9p
A=

Am1 Am2 ... Omn

ol les a;; appartiennent a un corps K. On a également des versions simplifiées de cette notation :

A = (aij)ij = |aijli;

Par convention, le numéro de ligne passe avant le numéro de colonne a ’extérieur de la parenthése
(ou du crochet).

On note M(K,m,n) '’ensemble des matrices & m lignes et n colonnes. On dit d’une matrice
A € M(K, m,n) qu'elle est de taille (m,n).

48.2 Composantes

Soit A = (ay)i,;- La fonction comp;; donne la composante située a la i™¢ ligne et & la j™¢ colonne :

a;j = comp A
j

48.3 Blocs

Soit A = (a;j); ;. La fonction bloc;;,; donne la sous-matrice située entre la i et la j™° ligne,
ainsi qu’entre la K¢ et la ["™¢ colonne :
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Qik A k+1 e a;
Qi+1k Qitlk+1 -+ iyl
bloc A = ] )
igkl
Qi Aj k+1 ce aji

On appelle bloc une telle sous-matrice.

48.4 Partitionnement en blocs

Il est parfois trés utile de partitionner une matrice en blocs, ou de former une matrice plus grande
a partir de matrices de tailles plus petites. On note alors :

[ bll ce bln i1 ... Cip
A — B C . bml . bmn Cm1 -+ Cmyp
D FE dH . dln €11 ... €1p

L drl e drn €r1 .. Epp

ou les b;j, c;j,d;j, €;; sont respectivement les composantes des matrices B,C, D, E. Ces matrices
doivent évidemment étre de tailles compatibles (nombres de lignes identiques pour B et C', ainsi que
pour D et E'; nombres de colonnes identiques pour B et D, ainsi que pour C et FE).

48.5 Formes lignes et colonnes

On peut exprimer une matrice A € M(K, m,n) sous la forme de lignes superposées. Soit :

l

ot les [; € M(K, 1,n) sont les lignes de A. On note :
ligne A = I;
On peut aussi 'exprimer sous la forme de colonnes juxtaposées. Soit :

A=c1 ca... ¢

ot les ¢; € M(K, m, 1) sont les colonnes de A. On note :

colonne A = ¢;
1

48.6 Transposée

Transposer une matrice A = (a;;);; € M(K, m,n) consiste a agencer ses lignes en colonnes et
vice-versa :
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a1 a21 ... Ami

T a1 A22 ... Am2
AV = | = Gy

A1p A2, ... (Omn

On voit que la transposée AT € M(K, n, m).
On a clairement :

(A7) = 4

48.7 Vecteurs lignes et colonnes

Les vecteurs ligne sont des matrices ne possédant qu’'une seule ligne. Ils sont donc de taille
générique (1,n). Les vecteurs colonne sont des matrices ne possédant qu’une seule colonne. Ils sont
donc de taille générique (m, 1).

Les vecteurs colonne sont notés :

On a aussi :

T; = compzx

Equivalence avec K"

A partir d'un n-tuple (21, z, ..., x,) € K", on peut former un vecteur ligne = € M(K, 1,n) par :

r =[xy T2 ... Ty

et un vecteur colonne 2’ € M(K,n, 1) par :

T
Ho)
= ) =lry 29 ... Ty

Tn

On a donc M(K, 1,n), M(K,n,1) = K".

Notation

Sauf mention contraire, nous convenons dans la suite que tout vecteur u € K" sera associé a
un vecteur colonne de méme nom u € M(K, 7, 1). Si nous voulons utiliser un vecteur ligne, nous le
noterons alors u? (ou u* pour des raisons qui apparaitront plus loin).

48.8 Carrées et rectangulaires
Les matrices A € M(K, n,n) ayant méme nombre de colonnes et de lignes sont dites « carrées ».

Les matrices A € M(K, m,n) avec m # n sont dites « rectangulaires ». Lorsque m < n, on dit que
la matrice est « longue ». Si m > n, on dit que la matrice est « haute ».
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48.9 Matrices diagonales

Une matrice diagonale contient des composantes nulles partout, & I’exception de la diagonale o
aucune contrainte n’est fixée. On peut représenter une matrice diagonale D € M(K, m,n) par :

D = (d; - 8)i;

On peut aussi former une matrice diagonale de taille (m,n) a partir d’'un vecteur d = (d;); de
taille (p, 1), o p < min{m,n}. On le note :

D = diag(d) = diag(d, ..., d)

m,n m,n

ou :

di sii=je{1,2,...p}

0 sinon

comp diag(dy, ..., d) = {

i m,n

Carrée

Dans le cas particulier ot m = n, on note aussi :

diag(d) = diag(d)

48.10 Matrices triangulaires

Les composantes des matrices triangulaires supérieures ne peuvent étre non nulles qu’au-dessus
de la diagonale, c’est-a-dire lorsque ¢ < j. Elles peuvent se représenter par :

_ +
T = (tij - 735)ig
ou :
o 1 sit <y
" 0 sii >y
Les composantes des matrices triangulaires inférieures ne peuvent étre non nulles qu’au-dessous
de la diagonale, c’est-a-dire lorsque ¢+ > j. Elles peuvent se représenter par :

T = (tij 7 )i

ij

ou :

_ 1 sii>g
T Y0 siio< g
48.11 Egalité

Il est clair que deux matrices A, B € M(K, m,n) :
A = (ai)i;
B = (bij)i;

sont égales (A = B) si tous leurs éléments le sont :
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aij = bij
pour tout (7,j) € {1,2,...,m} x {1,2,...,n}.
48.12 Ordre partiel

Soit les matrices A, B € M(K,m,n) :

A = (ai)i;
B = (bij)i
On dit que A est inférieure & B, et on le note A < B, si :

a;; < b
pour tout (4,j5) € {1,2,...,m} x {1,2,...,n}.
48.13 Addition et soustraction

Soit les matrices de tailles identiques A, B € M(K,m,n) :

A= (aij)i;
B = (bij)i

L’addition et la soustraction des matrices sont simplement définies par ’addition et la soustraction
des composantes :

A+ B = (ai + bij)i,
A =B = (ai; — by)i;
On a donc clairement :

A+B=B+A

48.13.1 Neutre

La matrice nulle 0 est le neutre pour cette opération :

A+0=A

On en déduit que tous ses éléments doivent étre nuls :

0=(0);

On note 0,,,, au lieu de 0 lorsqu’on veut préciser que 0 est de taille (m,n).

48.13.2 Opposé

L’opposé de A, noté —A, est tel que :

On a donc clairement :



278 CHAPITRE 48. MATRICES

48.14 Multiplication mixte

On définit la multiplication mixte - : K x M(K, m,n) — M(K, m,n) par :

B-A= (8" az‘j)z‘,j
oufeKet Ae MK, m,n).
Choissons également v € K. On note comme d’habitude :

A-B=B-A
-8 A=(y-B)- A
BA=8-A

48.15 Conjuguée

La conjuguée d’'une matrice A = (a;j);; € M(C,m,n) est définie par la conjuguée des compo-
santes :

COHj A = A = (EL,‘]‘)Z‘,]‘ = (COIlj a'ij)i,j



Chapitre 49

Progressions matricielles

49.1 Géométrique

Soit une matrice carréé¢ A € M(K, n,n).

49.1.1 Forme gauche
Gy=T+A - (I+A+.. +AY) - AN
Gy=1+A Gy— AV

(I—A)-Gy=1- AN

N
(I—A)-> Ab=1— AN

k=0

49.1.2 Forme droite
Gy=T+{T+A+ .. +AY). A ANH
Gy=1+Gy-A—ANT!

Gy - (I —A)=1— ANt
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49.1.3 Inversible

S AR = (1= A7 (I- AN

M= 1

AP = (I = AN (1 - A)7!

i
o



Chapitre 50

Produits

Dépendances

— Chapitre 77 : Les réels
— Chapitre 7?7 : Les complexes
— Chapitre 7?7 : Les sommes

50.1 Introduction

Soit le corps K sur lequel est défini une relation d’ordre total ainsi des opérations d’addition, de
multiplication, de soustraction, de division et de puissance similaires a celles de R.
Soit un ensemble 2 et la fonction f : 2 — K. On note le produit de f sur X par :

1] r=

zeX

pour tout sous-ensemble X C Q. Il s’agit intuitivement du produit des f(x) € K lorsque x
parcourt X. Nous allons voir comment le formaliser.

50.2 Multiplicativité finie

Si deux ensembles X, Y C ) ne se chevauchent pas :

XNy =90

le produit sur 'union des deux est intuitivement le produit des produits sur chacun d’entre-eux :

[T ) = [H f(Z)] - [H f(Z)]

zeXUY zeX zeY

50.3 Ensemble vide

Comme X = X UD et XN =0, on en déduit que :

[[r@= 1] r@=1]r@-11r@

zeX reEXUD rzeX €

Le produit sur I'ensemble vide doit donc étre le neutre pour la multiplication :

[[r@=1

el
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50.4 Singleton

Il semble également logique d’imposer que le produit sur un ensemble contenant un seul élément
a € X soit égal a f(a) :

[1 /@ = f(a)

ze{a}

Voila qui complete les caractéristiques génériques des produits.

50.5 Algorithme

Soit ’ensemble X non vide, ensemble dont nous voulons évaluer le produit. Choisissons un élément
a € A et considérons la décomposition :

X ={a} U (X \{a})

Comme l'intersection des deux ensembles du membre de droite est vide :

{a} N (X \{a}) =0
on peut écrire :

[[r@=11 r@- 1] f@

zeX z€f{a} zeX\{a}

c’est-a-dire :

[[r@=r@- I r@

rzeX zeX\{a}

On en déduit un algorithme itératif permettant d’estimer le produit :

S~ ] f)

zeX
Nous partons de :
Sp=0
XO == X

A chaque étape k, nous choisissons a; € X}, et nous adaptons notre estimation par :

Sk+1 = flag) - Sk

On retire ensuite a; de X}, pour éviter de le compter plus d'une fois, ce qui nous donne ’ensemble
suivant :

X1 = X \ {ar}

50.6 Ensemble fini

Soit I’ensemble X contenant un nombre fini N € N d’éléments :

X ={ay,az,...,an}

En appliquant I'algorithme d’évaluation d’une somme, on finit par arriver a l'itération N avec :
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On a simplement :

zeX €D
et :
[I /@) =Sy = flar) - flaz) - ... - flan)
On note :
[ F(ax) = flar) - flaz) - ... - flan)

50.6.1 Numérotation

Les éléments de X peuvent étre numérotés différemment. Soit m,n € Z et :

X = {am, Am+1y -5 Ap—1, Cln}

On a alors :
H f(x) = flam) - flams1) - o flan1) - flan)

On note :

50.6.2 Extension

Soit un ensemble X dont on peut extraire un sous-ensemble fini de la forme :

F=A{am,ams1, ..., n-1,0,} T X

tel que :

fz) =
pour tout z € X \ F. La somme s’écrit alors :

n

[T £ =T £@) = [ Fa)

xeX zeF k=m

50.7 Ensemble dénombrable

50.7.1 Naturels
Soit :

X ={ag,a1,as,...} = {ay : k € N}
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Si la suite des {S,, : n € N} définie par :

Sp= 1] flan) = flao) - flar) - ... flan)

pour tout n € N converge vers un certain S € K, on définit :

Hf(q:): lim S, =S

n—oo
reX
c’est-a-dire :
] @)= Y}grologf(ak)

reX
On introduit la notation :

+o0o n
T f(a) = Tim T f(ax)
k=0 k=0

50.7.2 Entiers
Soit :

X ={..,a_9,a_1,a0,a1,a9,...} = {ay : k € Z}
Si la suite des {S,, : n € N} définie par :

n

Sp = H f(ak) = f(afn) : f(afnJrl) Tt f(an71> : f<an)

k=—n

pour tout n € N converge vers un certain S € K, on définit :

Hf(m): lim S, =S

n—o0
zeX

On introduit la notation :

+oo n
1T flaw) = lim IT f(ax)
k=—n

k=—o00

50.7.3 Extension

Soit un ensemble X dont on peut extraire un sous-ensemble D de la forme :

D={a,:keN}CX
ou :

D={ay:keZ} CX
tel que :

flz) =1

pour tout z € X \ D. La somme s’écrit alors :

I 7 =] /()

zeX zeD

PRODUITS



Chapitre 51

Polyndémes

Dépendances
— Chapitre 77 : Les réels
— Chapitre 7?7 : Les complexes

— Chapitre 7?7 : Les sommes
— Chapitre 7?7 : Les produits

51.1 Définition

Soit un corps K. On dit qu’'une fonction p : K — K est un polynéme de degré n si on peut trouver
des éléments ag, ay, ...a, € K tels que :

p(z) = Z a; - '
i=0

pour tout z € K. On note Poly(K, n) 'espace des polynémes de degré n définis sur K.
Un cas particulier important est celui des polynomes réels :

P,, = Poly(R,n)

51.2 MonOme

Un monoéme p; : K +— K est une fonction de la forme :

pi(w) =@
pour tout x € K.

51.3 Racines

On dit que 7 est une racine du polynoéme p si :

p(r) =0

Nous allons montrer que tout polyndéme de degré n non nul admet au plus n racines distinctes.

Ce qui revient a dire que si un polynéme de degré n admet m + 1 racines distinctes avec m > n,
alors ce polyndéme est forcément nul.

Soit n = 0. Considérons un polynéme po défini par po(x) = ao pour un certain ay € K. Comme
n+ 1 =1, on peut trouver au moins un = € K tel que py(zg) = a9 = 0. On en conclut que ag = 0
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286 CHAPITRE 51. POLYNOMES

et que po(z) = 0 pour tout x € K, ce qui revient a dire que py = 0. La thése est donc vérifiée pour
n = 0.
A présent, supposons que affirmation soit vraie pour n — 1. Choisissons un polynoéme p,, de degré

Supposons que p posséde m + 1 racines

avec m > n et :
To < T1 < ... < Ty
On a alors :

n
pn(x) - pn( pn xO Z a; - J,’ - «To

=1

Mais les propriétés de factorisation des progressions géométriques (voir la section 35.3) nous
permettent d’affirmer que :

on en déduit que :

Pn(2) = (z = 20) - gn-1(2)

ou le polynéme ¢, est défini par :

n 1—1

Gn-1(z) = Z a; y at-xh

=1 i

Il
=)

Cette expression ne faisant intervenir que les puissances 1,z,...,2"!, on voit que ¢,_1 € P, est

de degré n — 1. Considérons les cas des racines x = 1, 2o, ..., T, de p,. On a :
0 = pn(7k) = (Tr — T0) - Gn-1(T1)
Comme 3, — ¢ # 0, on peut multiplier par (z; — x¢)~! pour obtenir :

Pn— 1('7;16)
T — o

gn— 1(xk) =0

Le polynéme ¢, posséde par conséquent au moins m — 1 > n — 1 racines distinctes. Il est des
lors nul par I’hypothése de récurrence. La factorisation de p,, devient alors :

Pu(@) = (& — o) - qu-1(z) =0

pour tout x € K. Le polynome p,, est également nul et la thése est démontrée.
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Egalité

Si deux polyndémes pq,py € P, sont égaux en m + 1 > n + 1 points distincts, alors le polynéme

de degré n :

h =pi1 —po

admet m + 1 racines. Il est donc nul et p; = ps.

51.4 Factorisation

Choisissons un polynéme p € P, qui admet n racines distinctes z1, zs, ..., x,. Soit alors xy ¢

{z1,...;x,} et :

__ plw)
AT o)

On voit que le polyndéme :

est égal & p en chacune des racines :

p(z;) = q(x;) =0 i=1,2,...,n

Mais par la définition de A, on a aussi :

p(x0) = q(x0)

Les deux polyndémes sont donc égaux en n+ 1 points distincts. Comme ils sont tous deux de degré
n, on en déduit que p = ¢. Les coefficients doivent donc tous étre égaux, et comme :

n—1
p(z) = an'xn‘f‘zai'ﬁi
=0

n—1
qlr) =A-2" + Z bi(zy, .y x) - 2
i=0

onaA=a,et:

51.5 Bindmes canoniques
Le binéme canonique de degré n € N est une fonction b, : K — K définie par :

by(z) = (14 z)"

pour tout x € K. On a par exemple :

bo(r) = (1+z)°
hir) = (I+a) =1+a
ba(z) = (1+z)=1+2)-(1+2)=1+22+2°

1
1
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On voit donc que le binéme canonique de degré n peut s’écrire comme :

n

bp(x) = (142)" = Zank -k

k=0

pour certains coefficients a,;, € K. On nomme ces coefficients les « nombres binémiaux », et on

les note :
n JE—
k - a/nk

(2}

On peut évaluer récursivement les nombres binomiaux d’ordres plus élevés en utilisant la définition
de la puissance :

L’expression de by nous donne :

bo(x) = (14 2) - by_1(x)

Il vient alors :

et finalement :

En égalisant les coefficients des 2° = 1, nous avons :

n| | n-1
0o 0
n
to )
En égalisant les coefficients des ™, nous avons :

SR

On en déduit par récurrence que :

On en déduit par récurrence que :
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{h )

n

En égalisant les coefficients de z* pour k € {1,....,n — 1}, il vient :
n| _ [Jn-1 n n—1
E [ k kE—1

Il est donc facile d’évaluer les coefficients de b,, & partir des coefficients de b,,_.

51.6 Bindtmes génériques

Le bindme générique de degré n € N est une fonction B,, : K x K — K définie par :

B,(r,y) = (z +y)"

pour tout (z,y) € K2 Nous avons la forme équivalente :

Yy Yy

c’est-a-dire :

51.7 Second degré

Le bindme du second degré est couramment utilisé :

(z+y)’=z(z+y)+y(z+y =2"+2zy+y’

51.8 Symétrie

Par commutativité de I’addition, on a B, (z,y) = B,(y,x) et :
. n k n—k __ . n i n—i
(1) v o5 () v
k=0 1=0
Procédant au changement d’indice n — ¢ = k, il vient :
- n k. on—k _ - n ok n—k
R R
k=0 k=0

On en déduit en égalisant les coefficients de z* que :

Uk p =)
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51.9 Cas particuliers

En considérant le cas particuliers x = y = 1, on constate que :

i{g}:(l+1)”:2"

k=0
Pourx =—1,y=1,ona:

n

S Lo = oo

k=0
Lorsque y = 1 — x on arrive a :

n

S (1)t e

k=0

51.10 Bernstein

Soit 7,n € N avec 7 < n. Les polynémes de Bernstein B}’ sont définis par :

Bi(t) ={ 7; }-ti~(1—t)n—i

pour tout ¢ € [0, 1].
Considérons l'espace fonctionnel F = F(][0, 1], K). L’opérateur de Bernstein B,, : F +— F est défini
par :

n

B.(f)(t) =Y fli/n) - Bi (1)

i=0
pour tout f € F et pour tout t € [0, 1].
Soit la fonction constante ¢ € F associée a un certain ¢ € K et définie par :

c(t) =c

pour tout ¢ € [0, 1].
L’opérateur de Bernstein posséde 'importante propriété de conserver ces fonctions constantes :

Ba(c)(t) = zn:c-Bf(t) = ci{ 7; }ti (1-t)"=c

i=0 =0

quelle que soit la valeur de t € [0, 1].

51.11 Division Euclidienne

Soit deux polynomes a € P, et b € P,,, avec m < n et :

n

a(x) = Zai -

=0
m

b(x) = Z b
i=0
On dit que q et r sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a et b,
et on note :
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si:

avec p < m < n.

(q,r) = division(a, b)

a(x)
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Cinquiéme partie

Vecteurs
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Chapitre 52

Espaces vectoriels

Dépendances

— Chapitre 10 : Les structures algébriques
— Chapitre 7?7 : Les sommes

52.1 Introduction

Soit un corps K, un ensemble quelconque A et n € N. Le but des espaces vectoriels est de fournir
un cadre général aux n-tuples de K" et aux fonctions de K“. Nous avons vu la correspondance
K" +» K4 dans le cas particulier ott A posséde un nombre fini d’éléments. Mais le lien entre les deux
types d’objets ne s’arréte pas la : la comparaison de deux fonctions se base sur le méme principe
(étendu) que la comparaison de deux n-tuples. Nous avons également défini des produits mixtes
S KxKP 5 K et - : Kx KA — K semblables. Les matrices représentant des applications linéaires,
nous pouvons également les ajouter dans la liste. Si u,v € E, avec E € {K", K* M(K,m,n)}, on a :

(@-f)-u=a-(6-u)
(a+8) z=a-x+p x
a-(u+v)=a-ut+a-v

l-u=1

pour tout «, 8 € K. De plus ’addition induite sur E par ’addition de K transforme E en groupe
commutatif. On ne peut toutefois pas parler de corps pour E, car la multiplication matricielle n’est
pas une multiplication induite, et est non commutative.

Attention

Ne pas confondre les additions définies sur F et K, ni la multiplication de K avec la multiplication
mixte, ni le neutre de E avec celui de K. Lorsqu’il y a un risque d’ambiguité, on parle du vecteur nul
0 € E et du scalaire nul 0 € K.

52.2 Deéfinition

Soit un groupe commutatif pour 'addition E, ainsi qu'un corps K. Si il existe une opération de
multiplication mixte - : K x F +— E vérifiant les propriétés 52.1 ci-dessus, on dit que I est un espace
vectoriel sur K. On nomme alors « vecteurs » les éléments de E et « scalaires » les éléments de K.
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Notation

On note aussi :

a-fr=(a-p)x
ar=a-x
z:ofl x
a

Corollaires

Les propriétés de la multiplication mixte nous montrent directement que :

Ocu=(1-1)-u=u—u=0

a-0=a-(u—u)=a—a=0

Remarque

Le corps K est souvent R ou C.

52.3 Sous-espace

On dit que F' C E est un sous-espace vectoriel de E' si 0 € F et si :

z=a-x+ 0y

appartient a F' quels que soient les vecteurs z,y € F et les scalaires «, § € K.
On vérifie par exemple que E est un sous-espace vectoriel de lui-méme.

52.4 Espace engendré

L’espace engendré par les vecteurs ey, es,...,e, € F est 'ensemble des combinaisons linéaires
formées a partir des e; :

span{ey, ..., e,} = {Z ;e € K}
i=1

On vérifie que span{ey, ..., e, } est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque

Les espaces vectoriels ne pouvant pas s’exprimer comme ci-dessus sont dit de dimension infinie.
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52.5 Indépendance linéaire

On dit qu'une série de vecteurs ey, ..., e, est linéairement indépendante si pour toute suite de
scalaires «;, la condition :

n

Zai-ei:()

i=1
implique que tous les scalaires soient nuls :
o = 0

pour tout i € {1,2,...,n}.

52.6 Coordonnées

Soit les vecteurs linéairement indépendants (e, ...,e,) et x € span{ey,...,e,}. On peut trouver
une suite de scalaire «; tels que :

n
€r = E ;€
=1

Supposons que l'on ait également :

n
xzz:ﬁi'@i
i=1

pour une autre suite de scalaires ;. En soustrayant les deux équations, on obtient :

n

Z(Oéi —51‘)'61' =0

i=1

L’indépendance linéaire des e; implique alors que «o; — 3; = 0, c’est-a-dire :

o =i

pour tout i € {1,2,...,n}.
On a donc unicité des coefficients scalaire de la combinaison linéaire. On dit que les «; sont les
coordonnées de x par rapport aux (ey, ..., €,).

Base
Par contre, I'existence de telles coordonnées n’est pas garantie pour tout x € E. Ce ne sera le cas
que si :
E Cspan{ey,...,e,}

On dit alors que (eq, ..., e,) forme une base de E.

Dimension finie

On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s’il posséde au moins une base de la forme
(é1,...,en), ou n € N est fini. Dans le cas o E ne posséde pas une telle base, il est dit de dimension
infinie.
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Equivalence

On voit qu’étant donné une base de F, il y a équivalence entre un vecteur x € E et un élément
(21,22, ..., x,) € K" formé par ses coordonnées.

Nous noterons donc également (et abusivement) z = (z1, xs, ..., T, ), mais attention : il ne faut
jamais perdre de vue que les x; dépendent de la base utilisée. Le vecteur x est lui invariant sous
changement de base.

52.7 Absence de redondance

Soit e, ..., e, € E une suite de vecteurs linéairement indépendants. Soit i € {1,2,...,n} et :

J (1) = 2(0,n) \ {i}

Supposons que le vecteur e; soit une combinaison des autres vecteurs :

€; = Z ij . e]-
jeJ(@)
On a donc :
€; — Z O{j . €j = O
J€J (@)

L’hypothéese d’indépendance linéaire voudrait que tous les a; et le a; soient nuls. Ce qui n’est
manifestement pas le cas puisque a; =1 # 0!

Aucun des vecteurs de la suite n’est donc combinaison des autres. On dit qu’aucun vecteur n’est
redondant dans la suite.

52.8 Base canonique sur K"

Soit K € {R,C}. On note ¢; ’élément de K™ ayant un 1 en ¢™¢ position et des 0 partout ailleurs.
On a donc :

¢ = (1,0,,0)
¢ = (0,1,0,...,0)

¢, = (0,..,0,1)

On a alors, pour tout x = (x1,...,z,) € K" :
n
xTr = ZIZ © €
i=1

52.9 Représentation matricielle

On représente généralement les vecteurs de K" par des vecteurs lignes ou colonnes. On parle alors
de « vecteurs matriciels ». Le i"¢ vecteur de la base canonique est défini par le vecteur colonne :
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0
¢ = (04); 1
soit :
C1 [1 . O]T
Co = . O]T
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Chapitre 53

Norme

Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les distances
— Chapitre 52 : Les espaces vectoriels

53.1 Norme

Soit S un corps muni d’un ordre < et E un espace vectoriel sur K. Une norme ||.|| : £ — R est
intuitivement la « grandeur » d’'un vecteur x € E. Cette grandeur correspond a la distance séparant
le vecteur nul de z :

||z|| = dist(z,0)

Soit x,y,z € E.
Comme dist(z,0) > 0, on impose par analogie que :

lz]l =0
De plus, le seul vecteur x de E vérifiant :
]l =0
implique que notre distance équivalente dist(x, 0) = 0 soit nulle, ce qui n’est possible que si z = 0.
Lorsqu’on fait référence a ces conditions, on dit que la norme est strictement définie positive.
Considérons a présent l'inégalité triangulaire :
0ist(0, z + y) < 0ist(0, x) + vist(x, z + y)

Comment faire correspondre dist(x,z + y) & une norme ? En demandant simplement que notre
distance particuliére soit invariante sous translation de z :

dist(r,z +y) = vist(x — 2,2 +y — ) = 2ist(0,y) = ||y

On impose donc 'inégalité triangulaire :

lz +yll < llzll + llyll

Par ailleurs, lorsqu’on allonge ou réduit un vecteur x d’un facteur o € K, la distance parcourue
sur z devra étre allongée ou réduite par la valeur absolue de « :

loc- zl| = |af - [l

301
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53.2 Borne inférieure

On déduit de la définition que :

=l = [I(=1) - =[] = [=1] - lz]| = [|]

En posant z =z 4y, on a:
12 < flll + Nyl = flll + [z — ]
c’est-a-dire :
Iz — | = |lz]| =[]
Mais comme ||z — z|| = ||[(=1) - (z — z)|| = ||z — z||, la propriété vaut également en interchangeant
z et x, et on obtient :
Iz = 2l = max{]|z[| — [l]|, =[] - [|=[}

53.3 Distance associée

On peut associer une distance d & une norme ||.|| en posant :

vist(z,y) = [lz -yl

En effet :

— Oist(z, x) = [l — zf| = |[0] = 0

— si dist(z,y) =0 = ||z — y||, on a forcément © —y = 0 et donc z =y

— Oist(z,y) = [lz — y| = [ly — zf| = dist(y, z)

— 0ist(z,y) +0ist(y, 2) = |lz —yll + |ly — 2l = [[z —y +y — z[| = ||z — =[] = dist(z, 2)

53.4 Normalisation

On peut toujours normaliser un vecteur w # 0 pour obtenir un vecteur v de norme 1. Comme
|wl|| # 0, on peut écrire :

On a alors :

w 1
ol = | i | = - o =1
ol ~ ol
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Espaces de Banach

54.1 Deéfinition

On dit qu’un espace vectoriel X est un espace de Banach si il est complet pour la distance issue
de la norme dist(z,y) = ||z — y||. Dans la suite, nous considérons un espace de Banach X sur R ou

C.

54.2 Application contractante
On dit qu’une application A : X — X est contractante s’il existe un ¢ € [0, 1] C R tel que :

vist(A(u), A(v)) < c- dist(u,v)

pour tout u,v € X.

54.3 Suite de Cauchy

Soit une application contractante A : X +— X et ug € X. On définit la suite ug, uq, ug, ... par :

Uy = A1) = ... = A" (up)

pour tout n € N. On a alors :

Oist (U1, up) < - 0ist(Uy, up_1) < ... < - Dist(ug, ug)
Soit m,n € N. Les propriétés des distances nous permettent d’écrire :

m—1

Di5t(un+m7 un) S Z Diﬁt(un+i+l, un+i)
=0

Mais comme ist(ty, i 41, Unii) < T - dist(ug, up), on a :

m—1
st (Unpm, Un) < " dist(ug, ug)
=0
m—1
< " - 0ist(ug, ug) - c
i=0
1—-c™
< -
1—c
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Finalement, comme 1 — ¢™ < 1 quel que soit m € N on obtient une expression qui ne dépend pas
de m :

n

Vst (Upym, Un) < lc - ist(uq, up)

Les éléments de la suite sont donc de plus en plus proche I'un de 'autre lorsque n augmente. Soit
e > 0. Comme la suite ¢" converge vers 0 lorsque n — co, on peut toujours trouver N tel que :

N < 5 (1-9¢)
o Olst(ul, U,Q>
I1 suffit donc de choisir 7, j € N tels que 7,7 > N pour avoir :

Oist(u;, u;) = Oist(u,, u;) < e

On en conclut que la suite des u,, est de Cauchy.

54.4 Point fixe

Comme X est complet, notre suite u,, étant de Cauchy converge vers une certaine limite :

p= lim u,
n—oo

appartenant & X . Analysons le comportement de A(p). On a la borne supérieure :

Oist(A(p),p) < Bist(A(p), A(un)) + Dist(A(un),un) + Dist(un,p)
On sait déja que dist(u,, p) converge vers 0 par définition de p. On sait aussi que Oist(A(un), un) =
Oist(u, 1, u,) — 0. On a également :
dist(A(p), A(u,)) < c- dist(p, uy,)

On en conclut que la suite A(u,,) converge vers A(p) :
A(p) = lim A(uy)
n—oo

Les trois termes de la borne supérieure convergeant chacun vers 0, cette borne est aussi petite
que I'on veut lorsque n est assez grand. On a donc Dist(A(p), p) =0et:

Ap) =p
L’élément p € X est un point fixe de A.
54.5 Unicité
Si p1 et py sont deux points fixes, on a :
Alp1) =m
A(p2) = p2

et :

dist(p1, p2) < ¢ - Vist(A(p1), A(p2)) < c-dist (p1,p2)
Comme ¢ < 1, ce n’est possible que si dist(py, p2) = 0, c’est-a-dire :

b1 =DP2
Le point fixe de A est unique.
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54.6 Vitesse de convergence

Nous avons donc montré que la suite des u,, converge vers I'unique point fixe p de A, et ce quel
que soit ug. On a méme la propriété suivante nous donnant une borne supérieure pour le taux de
convergence :

vist(un, p) < ist(A(u,—1), A(p)) < - dist(u,_1,p) < ... < " - dist(ug, p)
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Chapitre 55

Continuité

55.1 Dépendances
— Chapitre 55 : Les limites
— Chapitre ?7 : Les réels
55.2 Fonctions continues

Une fonction f: D — F est dite continue en a si :

lim f(z) = f(a)

r—a
zeD

Soit A C D. On dit qu'une fonction est continue sur A si :

lim f(z) = f(a)

r—a
T€EA

pour tout a € A. On note Cont(A, F') 'ensemble des fonctions f : A — F' continues sur A.

Remarque

Si F' est muni d’une norme, les limites s’évaluent au sens de la distance découlant de la norme.

55.3 Espace vectoriel

Si K est un corps, on vérifie que Cont(A, K) est un espace vectoriel sur K. En effet, la fonction
nulle 0 est continue. Si o, f € K et si f,g € Cont(A,K), on a :

lim(a - f(@)+6-g(@) = alm f(@)+ 5 lmg(x)
= @ J(a)+ 8- (@)

pour tout a € A. On en conclut que « - f + 3 - g est également continue.

55.4 Norme des fonctions continues

Si 'ensemble F' est muni d’une norme, on peut définir la norme ||.|o,,, d’une fonction continue
u par :

ull cone = sup { lu(@)]| - = € A}

307
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Notation

On note aussi :
[l oo = [l cont

Convergence uniforme

Cette norme est surtout utilisée lorsqu’il s’agit de mesurer I'écart entre deux fonctions f, g :
A — B, en particulier lorsque g représente une approximation de f. Dans ce cas, I'écart e = f — g
représente l'erreur la plus élevée de I'estimation :

lelle = I1f = gllo = sup{llf(z) = g(2)]| : = € A}

Lorsque cette norme particuliére de I'erreur tend vers zéro, on parle de convergence uniforme.

55.5 Théoréme des valeurs intermédiaires

Les fonctions continues possédent 'importante propriété suivante.

Théoréme 55.5.1.

— Soit f € Cont(I,R) ou I = [a,b] est un intervalle inclus dans R. On suppose que :

fla) < f(b)
Soit le réel p vérifiant f(a) < ¢ < f(b). On peut alors trouver un c € la, b tel que f(c) = .
— Soit g € Cont(I,R). On suppose que :

gla) > g(b)
Soit le réel ¢ vérifiant g(a) > ¢ > g(b). On peut alors trouver un c € |a, b tel que g(c) = .

Démonstration 55.5.1. Nous allons démontrer ce résultat par I’absurde.
— Considérons le cas ot f(a) < ¢ < f(b). On définit les ensembles :

At ={zel: f(z) > ¢}
A-={xel: f(z) < ¢}
Si aucun ¢ € T ne vérifie f(c) = ¢, on doit avoir clairement AT U A~ = I.

Nous définissons @ = sup A~. Comme A~ C [, on a clairement o € I. Si a« € A~ alors par
continuité de f en a, on peut trouver § > 0 tel que :

1
[fla+d) = fla)] < e=5(p— fla))
On a alors clairement f(a+9) < pet @ < a4+ € A~ ce qui contredit I'hypothése de
suprémum pour «.
On doit donc avoir o ¢ A~. Mais alors a € I\ A~ = AT. Donc f(a) > ¢. Par continuité de
f en a, on peut trouver & > 0 tel que :

pour tout = € Ja — 6, [ . On a alors clairement f(z) > ¢ pour tout z € Ja — §,af .

Soit 8 € |Ja — §,af . Par définition de «, on ne peut pas avoir 5 > A~, donc il existe v €
18,a] Cla—0d,a] tel quey € A~. On a donc f(y) < ¢ ce qui contredit la propriété ci-dessus
en x =-.
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— Considérons a présent le cas g(a) > ¢ > ¢(b). On pose :

f=-g
On a:

fla) < —p < [f(b)

On peut donc trouver un ¢ € |a, b[ tel que :

On en conclut que :

Généralisation

Soit le réel ¢ tel que f(a) < ¢ < f(b). Si ¢ € {f(a), f(b)}, il suffit de prendre ¢ € {a,b} pour
avoir f(a) < f(c¢) < f(b). Sinon, on applique le théoréme des valeurs intermédiaires et on trouve
un ¢ vérifiant f(a) < f(c) < f(b). Mais dans tous les cas, on pourra trouver un ¢ € [a,b] tel que

f(a) < f(e) < f(b). De méme si f(a) > f(b).
55.6 Théoréme de la bijection

Théoréme 55.6.1. Soit f € Cont(I,J) ou I = [a,b] est un intervalle inclus dans R et ou J = f(I).
Si f est strictement croissante (ou décroissante), alors f est inversible et :

avec !

a =min{f(a), f(b)}
B =max{f(a), f(b)}

Démonstration 55.6.1. Comme f : I — J = f(I) est strictement croissante ou décroissante, on a
vu dans le chapitre traitant des bijections que f est inversible. Choisissons un réel ¢ € [a, f]. Le
théoréme des valeurs intermédiaires nous dit qu’on peut trouver un réel ¢ € [a,b] tel que f(c) = .
On en conclut que ¢ € f(I). Cette relation étant vérifiée pour tout ¢ € [a, (], on a :

e, B) € f(I)
Soit x € I. Comme f est croissante ou décroissante, on doit avoir :
ou :

On a donc également :

L’inclusion étant réciproque, on a :
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55.7 Continuité uniforme

On dit qu’'une fonction f est uniformément continue sur A, si pour toute précision ¢ > 0, on
peut trouver un 6 > 0 tel que :

[f(s) = f()| < e

pour tout s,t € A vérifiant |s —t| < 6.

Continuité simple

Si f est uniformément continue sur A, on a clairement :

lim [f(s) — f()| = 0

s—t

et donc :

lim f(s) = f(#)

s—t

pour tout ¢ € A. Toute fonction uniformément continue est donc continue.

55.8 Polynoémes

Soit n € N et a, 5 € R avec o < 3. Nous allons analyser la continuité du monéme px : [a, f] — R
défini par :
exr—
pour tout z € [, 5]. Reprenant les résultats de la section 35.3, nous avons :

n—1

=0
Quelque soient s,t € [a, 5], il est clair que
|S| ’ |t| <M= max{|oz\ ) ‘ﬂl}
On a donc :
|s" —t"| < |s —t|-n- M

Fixons a présent ¢ > 0. Il suffit de prendre :

sof<s<—C
n - Mn1

pour avoir :

|s" =" <d-n-M"<e

Comme le choix de § ne dépend ni de s ni de ¢, le monéme g est uniformément continu sur [«, /3].
Pour généraliser aux polynémes de la forme :

on part de :
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On a donc :

p(s) =P < 3_lai] - |s' = ¢

Mais comme on peut trouver des d tels que :
€
;i laj]
il suffit de choisir 6 = min{do, d1, ..., d,,} pour avoir :
C2ilail
> lajl
Cette généralisation montre aussi que toute combinaison linéaire de fonctions uniformément conti-
nues est uniformément continue.

1] <

Ip(s) — p(t)] < e €

Continuité simple

Qu’en est-il de la continuité sur R ? Choisissons a € R et considérons l'intervalle I = [a—1,a+1].
Le polynome est uniformément continu sur cette intervalle, et a € int I. Plus précisément, dist(a, R\
I) =1 > 0. Dong, si |z —a| < 1, on a forcément € I. On peut donc se servir de la continuité
uniforme sur I pour trouver un § € ]0, 1| tel que |p(z) — p(a)| < € lorsque |x — a| < §. Les polyndmes
sont donc continus en tout point de R, et par conséquent continus sur R.

55.9 Uniformité

Nous allons & présent montrer que toute fonction continue sur un intervalle de la forme [«, 5] y
est uniformément continue.

Théoréme 55.9.1. Soit la fonction f € Cont([a, f],R). Etant donné un ¢ > 0 et un a € [a, ],
on note A(a,€) l'ensemble des écarts strictement positifs offrant la précision demandée. Pour tout
d € Aa,€), on aura donc § > 0 et :

[fla+h)—fla)] <e
pourvu que h € R vérifie :
h| <6
a+h e |a,f]

On note les supremums de cette famille d’ensemble par :

o(a,e) = sup A(a,¢)

Nous allons voir que l'intersection de ces ensembles est non vide, méme aprés avoir parcouru tout
["intervalle :

T(e)= () Ala,e) #0

a€le,f]

et que linfimum des supremums est strictement positif :
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I(e) = inf{o(a,€):a € [a, ]} > 0

Etant donné un € > 0, on peut donc trouver un 6 € I'(e) tel que :

[f(z+h) = flx)] <e

pour tout x € |a, B] et pour tout h vérifiant :

nl <o
r+hela,p]

Posant s = x + h et t = x, cela revient a dire que :

[f(s) = f(t)] <€
pour tout s,t € |a, B] vérifiant |s —t| < §. La fonction f est donc uniformément continue sur
[, A].
Remarques

— La continuité de f nous garantit que ces écarts strictement positifs existent bien, c’est a dire
que :

Ala,e) # 10

quelles que soient les valeurs de € > 0 et de a € [o, .
— Par ailleurs, si :

0 < vy<deAae)

tous les réels présentant un écart inférieur a v (par rapport a a) auront a fortiori un écart
inférieur & ¢ et satisferont donc la précision € :

f(la = a+1]) C[fa) —¢ fla) +¢
Par conséquent, v appartient a A(a,€) et :
10,6] € A(a,e€)

pour tout d € A(a,e).
— Siz €]0,0(a,e)[,ona:

v=o(a,e)—x > 0

Comme le supremum est dans I'adhérence, la distance a son ensemble est nulle et on peut
trouver un 0 € A(a,e€) tel que :

lo(a,e) — 0| <

On a donc :

o(a,e) =0 < o(a,e) —x

et :

On a alors :
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z €]0,0] C A(a,¢)

et donc z € A(a,¢€). Cette relation étant vérifiée pour tout x € ]0,0(a,€)[ , on a :

10,0(a,€)] € A(a,€)
— Par définition du supremum, il ne peut avoir d’élément de A(a, €) supérieur a o(a,€), et on a
également :
Al(a,€) C]0,0(a,¢€)]
— Les propositions sur I'intersection non vide et I'infimum strictement positif sont équivalentes.
En effet, si I(¢) > 0, on a:
o(a,e) >1I(e) > 0
pour tout a. On a donc :

D#10,1()[ S () (O.ola,e) S () Alae)

a€la,f] a€la,f]

D’un autre coté, si I'intersection est non nulle, soit :

s ﬂ Ala,€)

a€la,f]

Comme § appartient a A(a, €) pour tout a € [«, 5], on a :

o(a,e) > > 0

par définition du supremum localisé en a. Il suffit alors de passer & l'infimum sur a pour
obtenir :

I(e) = inf o(a,e)>0 > 0

Nous nous attelerons ici & démontrer que I(e) > 0.

Démonstration 55.9.1. Soit € > (0. Considérons la suite d’infimums intermédiaires :

D(z) = inf{o(€,€) : € € [, ]}
ou z € [a, B]. Nous considérons ’ensemble W des éléments tels que cet infimum soit non nul :
U ={z¢€n,pf]: D(x) > 0}

On a D(a) = inf{o(a,€)} = o(a,€) > 0. Donc € ¥. On a aussi ¥ C [a, f] < 8. L’ensemble ¥
est non vide et majoré. Il admet donc un supremum :

S=sup¥ <p

— SizeVetac|ozx],ona:

[, a] C [a, 7]
Les propriétés de I'infimum pour l'inclusion nous donnent alors :
D(a) > D(x) > 0

On en conclut que :
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la,z] C W

pour tout x € V.
— Soit a € [a, f]. Nous allons construire une zone autour de @ ou l'infimum est strictement
positif. Choisissons d(a) € A(a, €/2) et posons :

Considérons a présent 1’ensemble :

Ufa) = [a —~(a),a+~(a)] N]a, 5]
Pour tout b € U(a) et € [b —7(a),b+ v(a)] N [a, 5], on a alors :

|b—a|l < ~(a) < d6(a)
|z —b] < ~(a)
|z —al < |z —b[+|b—al <2y(a) < d(a)
et :
70— fla)| < &
1)~ f@)] < §

On en déduit la borne supérieure :

() = f(b)]

[\
=
=
|
=
S
=
_|_
—
—~
&
|
=
=

IN

On a donc :

o(bye) > v(a) > 0
pour tout b € U(a). En prenant I'infimum, il vient :
inf o(b,e) > > 0
sand o (b €) 2 7(a)

— Supposons que S = « et posons :

0 = min{y(«a),8 —a} > 0
On a alors U(S) =U(a) = [a,a + 0] et :
D 0) = inf o(b,e) > 0
(a4 0) = inf o(b,€) 2 v(a) >

On en conclut que a+ 6 € ¥ avec S < a + 6, ce qui contredit S = sup V.
— Supposons a présent que @ < S < [ et posons :

n = min{y(S),S —a} > 0
0 = min{y(5),8 - S} > 0

On a alors U(S) = [S —n, S + 6]. Voyons comment se comporte o(b, €) lorsquer b voyage dans
[, S+ 0]. Le supremum étant dans ’adhérence, on peut trouver ¢ € ¥ tel que :
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S —l=5-4<n
Sibe[a,¢],ona:

o(b,€) > D) > 0
par définition de ¥. Mais si b € [¢), S + 0], on a :

S—n<yPp<b<S+0
Donc, be [S —n,S+ 0] =U(S) et :

o(bye) >~(S) > 0
Il suffit donc de poser :

w = min{y(5), D()} > 0

pour avoir o (b, €) > w sur [a, S + ]. On en déduit que I'infimum est strictement positif :

D(S+60)>w >0

C'est a dire S+ 60 € W avec S < S+ 6, ce qui contredit la définition du supremum. On doit
donc avoir S =sup ¥ = .
— Posons :

0 = min{y(5),8 —a} > 0

On a alors U(S) =U(B) =[S —0,5] =B — 0, 5]. Comme le supremum est dans I’adhérence,
on peut trouver un ¢ € ¥ tel que :

|S—¢l=5-y <4
Sibe[a,¢],ona:

o(b,€) > D) > 0
par définition de W. Mais si b € [, S] = [¢, 8], on a :

S—=0<yp<b<p
Donc, b e [S—6,5] =U(S) et :

o(b,e) 2~(5) =~(B) > 0
Il suffit donc de poser :

@ = min{7(5), D(¥)} > 0

pour avoir o(b,€) > w sur [a, 5]. On en déduit que l'infimum est strictement positif :

D(B)>w >0
C’est a dire § € U et :

V= o, f]

L’infimum D(x) est donc strictement positif sur tout l'intervalle [o, ] et on a :
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Remarque

Le théoreme n’est pas applicable aux intervalles ouverts ou semi-ouverts.

55.10 Variations bornées

On déduit de 'uniforme continuité des fonctions continues sur les intervalles que les fonctions
continues y sont bornées. En effet, soit ¢ > et § > 0 tel que :

1f(b) = fla)| <€
pour tout a,b € [a, 8] tels que |a — b| < §. Choisissons N € N tel que :

On a alors :
y—r o f—a <5
N N
Posons x; =x +i-h pour : =0,1,2,..., N. On a alors zy = = et x)y = y. La variation est bornée
par :

\h\z\

55.10.1 Norme

Comme N ne dépend ni de x ni de y, on en conclut que les variations de f sont bornées sur
I'intervalle. On a aussi :

[f (@) < [f(2) = f(@) +[f(@)] < M

ou M = (N+1)-e+|f(a)] ne dépend pas du choix de z, ce qui prouve que f est bornée sur
I'intervalle. En passant au supremum, on en déduit que la norme est finie et que :

1flle < M

55.11 Extrema

Soit f € Cont([a,b],R). Comme f est bornée, on peut poser :

I =inf{f(x):x € [a,b]} = inf f([a,b])

Comme la distance de l'infimum a l’ensemble est nulle, on peut construire une suite {xy, zs, ...}
convergente vers \ € [a, b] :

A= lim z,
n—oo

et telle que :
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f(xn)_ISQLH

On voit que :

lim f(z,) =1

n—oo

Mais par continuité de f, on a aussi :

lim f(zn) = f(})

n—oo

On en conclut que :

=1

On peut donc trouver un réel dans l'intervalle qui minimise la fonction. L’infimum appartient a
I'image f([a,b]). Il est donc également un minimum et on a :

f(A) = inf f([a, b]) = min f([a, b])

On construit de méme un o € [a, b] qui atteint le supremum :

f(o) = sup f([a, b]) = max f([a, b])
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Chapitre 56

Applications linéaires

Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les fonctions

56.1 Deéfinition

Soit les espaces vectoriels F et F' sur K et la fonction f : £+ F. On dit que f est linéaire si,
pour tout x,y € Fet o, €K, on a:

flarz+B-y)=a- flr)+ 8- f(y)

On note Lin(E, F') 'ensemble des fonctions linéaires de E vers F.

56.2 Identité

L’application identité est clairement linéaire.

56.3 Inverse

Soit uw = f(x) et v = f(y). Si I'application inverse existe, on a x = f~!(u) et y = f~!(v). En
composant & gauche par f~! la définition de la linéarité, on obtient :

a fTHu)+ B ) = o ut B

ce qui montre que l'inverse est également linéaire.

56.4 Valeur au vecteur nul

Choisissons un x € E. on voit que :

f0) = f(0-2)=0-f(z) =0

La valeur d’une application linéaire s’annule au vecteur nul.

319
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56.5 Norme des applications linéaires

La norme d’une application linéaire est définie comme étant I’extension maximale qu’elle produit :

| £l :sup{M:xEE, x#O}
[z
On a donc :
1f @) < NIl

pour tout x € E \ {0}.

Vérification

Nous allons vérifier qu'il s’agit bien d’une norme. On a || f|| > 0 par positivité¢ de la norme sur E
et F. La condition || f|| = 0 implique ||f(z)|| = 0 et donc f(z) = 0 pour tout x # 0. Comme f est
linéaire, on a aussi f(0) =0et f =0.

Si f, g sont linéaires, on a :

1f (@) + g@)| < 1F @)+ Ng@) < 1Al =+ lgl - el = AL+ gl - [l

pour tout z # 0. En divisant par ||z|| et en passant au supremum, on obtient :

L+ gll < IFIF+ gl

Enfin, si « € K, on a :

o J@I _, 15@)
]l ]l
En passant au supremum, on obtient :
lev- fII = lel - I£]

Notation

Lorsqu’il est nécessaire de différentier la norme au sens des applications linéaires d’autres types
de normes utilisées, on note :

A i = Nl

Définition alternative

Soit N € K, avec N > 0 et :

B={u€E:|ul|=N}
Soit © € E avec x # 0 et :

|
A\ = i
N

Définissons :

> 8

On voit que :
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1 N
=l = llzll =N
A ]l

lul = [+
D

On a donc u € B. Le rapport des normes s’écrit :

Lf@)l @)l NHf :% HfG)”:”ﬂiuu)H

] N-X

On en conclut que :

Il _ 1l o (VO ¢ p)

[ I o]

Comme ce doit étre valable quelque soit = # 0, on obtient :

IFal Ssup{HJ‘]( ”)H .UGB}

en passant au supremum sur .
Choisissons a présent © € B. On a alors :

En passant au supremum sur u, on obtient :

1f ()|
sup{ T eB}ngH

On en conclut que les deux supremums sont égaux :

el )
p{—,vH . eB} 1Al

Une conséquence importante du résultat ci-dessus est le cas particulier N = 1. On a alors :

Norme unitaire

11l = sup {|[f(W)I| : v € E, [lvf| = 1}

56.6 Norme d’une composée

Soit f: E— F et g: F — G deux applications linéaires de normes finies. Si x € E avec x # 0
ona f(zr) € Fet:

lg o @) < llgll - [F @) < llgh - LA - [l]
En divisant par ||z]] # 0 :

lg o f(@)]]
]

et en passant au supremum sur x # 0, on en conclut que :

< llglt- 1171

lg o fII < llgll - I /1]
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56.7 Norme d’une puissance

On a clairement :

If" = 1f oo fIE< A"

56.8 Continuité

Nous allons montrer que, pour tout f € Lin(A, B), on a I’équivalence entre 'hypothése d’une
norme de f finie et I'hypothése de f continue.
Si la norme est finie, on a :

1f(2) = fla)ll = [[f(z = a)l| < [If]l - llz — o

qui tend bien vers 0 lorsque = tend vers a. Inversément, si f est continue, on peut trouver un
0 > 0 tel que :

[f(z) = fO) <1

pour tout z vérifiant dist(x,0) = ||x|| < J. Posons B = {x € A : ||z]| = 0}. On a alors :

[f(@)] 1 1
sup ———— = —su z)— fO)| < =
sup 170 = S sup (@) — 0] < 5
La norme est donc finie :
1
s @ L
web |7l 6

56.9 n-linéarité

On dit que la fonction f : Fy X ... X E, — F est n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chacune
des composantes de son argument, les autres composantes restant inchangées :

fl,ar+By,..)=a- f(..,x,.)+ 8 f(...,y,...)

pour tout «, 8 € K et x,y € E. On note Lin, (E}, ..., E,, F') 'ensemble des fonctions n-linéaires
de F; x ... x E,, vers F.

Norme

La norme est définie dans ce cas par :

flzy, ...z,
i) =sup { BBl o) e B,
i=1 ?

Si cette norme est finie, on a :

1 Gy z) | S I LT 1l
=1

pour tout (z1,...,x,) € By X ... X E,.
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Bilinéarité

323

On dit aussi des fonctions 2-linéaires qu’elles sont bilinéaires. La norme d’une fonction f : Fy X

FE5 — F bilinéaire est définie par :

1l = sup{M () € By x E}

lull - vl

Si cette norme est finie, on a :

1 Cas )| < (LA Tl - [l
pour tout (u,v) € Ey X Es.

56.10 Représentation matricielle
Soit une application linéaire A : £ — F. Choisissons x € E et posons :

y = Alz)
Si on dispose d'une base (eq, ...,e,) de E et d’'une base (fi, ..., f) de F', on a :

Z'IXn:QZzel
=1

Z/:Zyi'fi
=1

pour certains x;,y; € K. La linéarité de A implique que :

y=> Ale;) -z
j=1

Si les a;; € K sont les coordonnées de A(e;) dans la base des f;, on a :

m

Ale;) = ay - fi

i=1

En substituant cette expression, on obtient :

m n
y= E fi E Q5 - Tj
=1 j=1

La ¢™¢ coordonnée de y est donc donnée par :

n

Yi = E Qij - Ty

J=1

On définit la matrice A € M(K, m,n) associée a A en posant :

A= (aij)i;

Nous définissons ensuite le produit d’une matrice avec le « vecteur » x équivalent de K" :

A-x:<;%.x]~>

)
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de telle sorte que :

Az = Az)

Norme

La norme d’une matrice est la norme de ’application linéaire associée, c¢’est-a-dire :

A-
IA]l, = sup {% 2 €K,z £ o}
x
Soit :
M = max compA'
1, ij
On a alors :

|A-z|| <M-m-n-maxz; <M-m-n- |z
1
ce qui montre que :

Al < M-m-n < 0o

La norme d’une matrice finie (m,n < oo) existe toujours.

Image

L’image d’une matrice est 'image de I'application linéaire associée, c’est-a-dire :
imA={A-z:2€ K"}
Si ¢; = colonne; A, on a :

A=lci ¢ ... &)

On voit que :

A-x:ZCi~xi

i

autrement dit I'image de A est I’espace vectoriel engendré par ses colonnes :
im A = span{cy, ¢o, ..., }

Noyau

Le noyau d’'une matrice est le noyau de I'application linéaire associée, c¢’est-a-dire :

kerA={ze€K":A-2 =0}
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56.11 Produit matriciel
Soit & présent les matrices A € M(K, m,n) et B € M(K, n,p) données par :

A = (ai)i;
B = (bij)i;
ou les a;j, b;; € K. Soit les applications linéaires B : K — K" et A : K" — K™ définies par :

B(x)=B-x
Aly) =A-y

pour tout x € K?, y € K". Choisissons z € K" et relions x,y, z par :

y = B(z)
z=Ay) = (Ao B)(:r;)

Examinons les composantes de z en fonction de celles de x :

Zi:E aik'yk:E aikE bkj'-??j:E ik * bj - x;
k k J k.j

On en déduit que la composée C = A o B est représentée par la matrice C' € M(K, m,p) de
composantes :

cqmpC =y = E @ik - brj
k

ij

I1 suffit donc de définir le produit matriciel A - B par :

k=1

/[:7-]'
pour avoir :

(A-B)-z= (AoB)(x)

Le produit matriciel représente donc une composée d’applications linéaires. Pour que ce produit
soit bien défini, il est nécessaire que le nombre de colonnes n de A et le nombre de lignes de B soient
identiques.

On voit également que le produit matrice - vecteur défini précédemment en est un cas particulier
lorsque p = 1.

Notation

[T

En pratique, on laisse souvent tomber le
que A et B sont deux matrices différentes.

et on note AB au lieu de A - B lorsqu’il est évident

Taille

Le produit d’une matrice de taille (m, n) par une matrice de taille (n,p) est une matrice de taille
(m, p).

Lignes et colonnes

Si z!" = ligne;(A) et y; = colonne;(B), on voit que :

cqmp(A -B)=a!-y;

v
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Associativité

Soit les matrices A € M(K,m,n), B € M(K,n,p) et C € M(K, p,q) données par :

ou les a;j, b;;,c;j € K. La relation :

k,l i

nous montre que la multiplication entre matrices est associative. On définit :

A-B-C=A-(B-C)=(A-B)-C

Distributivité

On a aussi les propriétés de distribution :

A (B+C)=A-B+A-C
(B+C)-D=B-D+C-D

oun Ae M(K,m,n), B,C € M(K,n,p) et D€ M(K,p,q).

Non commutativité

Par contre, on peut trouver des matrices A et B telles que :

A-B£B-A

La multiplication matricielle n’est donc en général pas commutative. D’ailleurs, pour que ces
deux produits existent simultanément, il faut que A et B soient toutes deux carrées, ce qui n’est pas

forcément le cas.

Commutateur

La matrice associée au commutateur :

A B|=AoB - BoA

est donnée par le commutateur équivalent :

[A,B]=A-B—B-A

Transposée

On vérifie que :

(A-B)' =BT . AT
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56.12 Blocs

En utilisant 'associativité de 1’addition, on peut facilement vérifier que la formule de multipli-
cation reste valable lorsqu’on considére des blocs de matrices au lieu des éléments, a condition de
respecter I'ordre de multiplication. Un exemple fréquemment utilisé :

[ Ay A } _ [ By B } | A - B+ A By Ay Big+ Aix - By

Az Agy Boy By | [ Ay - Bii + Agg - Byy Agy - Big + Agy - Boo ]

Bloc-diagonale

Un cas particulier important :
Ar 0 Bt 0| _ | 4B 0
0 AQ 0 32 o 0 A2 : BQ
56.13 Matrice identité

La matrice identité I € M(K,n,n) correspond a la fonction Id. On a donc :

I - x=zx

pour tout € K". Si (¢, ...c,) est la base canonique de K", on a donc :

I- ¢ =C
ce qui entraine directement :
I'=(8:)i;
On remarque que :
I'=1c; ... ¢

Neutre

Comme la fonction identité est neutre pour la composition, la matrice unité correspondante I €
M(K, m, n) doit étre neutre pour la multiplication avec toutes les matrices de dimensions compatibles.
Soit A € M(K, m,n) et B € M(K,n,p). On vérifie que I’on a bien :

A-IT=A
I-B=20B

Notation

On note aussi I, pour préciser que I est de taille (n,n).

56.14 Inverse

Lorsqu’elle existe, la matrice inverse de A, notée A~!, refléte I'application linéaire inverse sous-
jacente. Elle est donc I'unique matrice telle que :

At A=A A1 =1
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Inverse d’un produit

Soit A et B deux matrices inversibles. Les relations C'-(A-B) = I et (A-B)-D = I nous donnent :

C=D=B"1.4""

et donc :
(A- B)*1 =B'. A

Inverse a gauche et a droite

On dit que L est un inverse a gauche de A si L- A = 1. On dit que R est un inverse a droite de
AsiA-R=1.

56.15 Puissance

Il est possible de multiplier une matrice carrée A avec elle-méme. On peut donc définir I'exposant
par :

AV =1
Ak:A_Akfl

Négative

Si l'inverse A~! existe, on définit également :

A—k: — (A—l)k

56.16 Polynétmes matriciels

Ici, K n’est plus un corps mais l'anneau des matrices X de taille (N, N). On dit que p :
M(K, N, N) — M(K, N, N) est un polynéme matriciel si il existe ay, ..., a,, € K tels que :

p(X) = Zai-Xi
i=0

pour tout X € M(K, N, N).



Chapitre 57
Géométrie

57.1 Courbe

Une courbe sur un espace vectoriel E (par exemple R™) est de la forme :

A={X(s):s€|a, 0]}

ou A : [a, B] = E est une fonction continue et ou «, 5 € R vérifient o« < 3.

57.2 Segment

Les segments sont une généralisation des intervalles. Un segment de u € E vers v € E est un cas
particulier de courbe ou A : [0,1] C R +— F est une fonction linéaire définie par :

As)=u+s-(v—u)
pour tout s € [0,1] € R. On voit que A(0) = u et que A(1) = v. On note aussi :

[u,v] = A([0,1]) ={u+s-(v—u):s€[0,1]} CFE
57.2.1 Alternative
On dispose aussi d’une définition alternative. On utilise :

L={(s,t)eR?:(s5,t) >0et s+t=1}

et la fonction o : L — E définie par :

o(s,t)=s-u+t-v

On a alors [u,v] = o(L). On voit aussi que 0(1,0) = u et 0(0,1) = v.

57.3 Enveloppe convexe

Soit A C FE et la collection des segments reliant deux points quelconques de A :

S ={[u,v] : u,v € A}

L’enveloppe convexe de A est I'union de tous ces segments :
Convexe(A) = US
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Pour tout u,v € A et (s,t) € R? tels que s,t > 0et s+t =1, on a donc :
s-u+t-v e Convexe(A)

57.3.1 Inclusion

Il suffit de considérer le choix (s,t) = (1,0) pour voir que tout u € A appartient a Convexe(A).
On a donc A C Convexe(A).

Ensemble convexe

On dit qu'un ensemble C' C E est convexe si Convexe(C) = C.

57.4 Surface

Une surface de E est de la forme :

O = {p(s,t): (s,t) € a,b] X [e,d]}

ou ¢ : [a,b] X [¢,d] — E est une fonction continue et ot a,b, ¢, d € R vérifient a < b et ¢ < d.



Chapitre 58

Formes linéaires

Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les fonctions
— Chapitre 56 : Les fonctions linéaires

58.1 Définition

Soit un espace vectoriel E sur K. Une forme linéaire est une fonction linéaire continue ¢ : £ — K.

58.2 Espace dual

L’espace dual E* de E est ’ensemble des formes linéaires sur E , autrement dit ’ensemble des
fonctions linéaires continues de F vers K :

E* ={p € Lin(E,K) : [l < +oo}

Il s’agit d'un espace vectoriel pour les opérations d’addition et de multiplication mixte définies
sur les fonctions.

58.3 Notation

Pour toute forme ¢ € E* et tout vecteur v € E, on note :

(p,v) = p(v)

ce qui définit implicitement la fonction (,) : £* x E — K.

58.4 Linéarité

Soit @, € E*, u,v € E et a,f € S. Comme ¢ est linéaire, on a :

(gp,a-u—l—ﬁ-v):ow(g&,u}—kﬁ-(go,w

Symétriquement, la définition des opérations sur les fonctions nous donne également :

<0480+5¢>U>:04<<Pau>+5<¢,u>

L’application (,) est donc bilinéaire.
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58.5 Biorthonormalité
On dit que les suites (P4, ..., D,,) de E* et (e, ...,e,) de E sont biorthonormées si :

(@i, e5) = 0y

pour tout (i, ) € Z(0,m) x Z(0,n). De telles suites permettent d’évaluer facilement les coefficients
des développements en série du type :

ol aq, ..., a,, € S. En effet, il suffit d’évaluer :

o(ej) = (p,ej) Zaz Dy, e5) Z a; - 0,5 = q
i=1

pour obtenir les valeurs des «;.
Réciproquement, si :

n
UZZ@"@
i=1

avec (31, ..., 0, € S, on a :

©i(u) = (Dj,u) = > B+ (Dj,e) =Y Bi- 65 =B
=1 =1

ce qui nous donne les valeurs des f3;.
Forts de ces résultats, il est aisé d’évaluer :

Zaz' CI)MUJ Zaz 61] B] Zazﬂz

On a donc en définitive :

<907 u) = Z <907 62‘) ' <(I)17 u>

i

58.6 Similitude

On dit que deux fonctions u,v € E sont identique au sens des distributions si :

<90’ u> = <907 U)

pour tout ¢ € E*.
Symétriquement, les deux formes ¢, 1) € E* sont identiques par définition si et seulement si :

(p,u) = (¥, u)

pour tout u € E.
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58.7 Espace bidual
On définit 'espace bidual de E, noté E**, par :

E** — (E*)*

On associe a chaque élément v € E un élément u € E** par la condition :

() = p(u)
qui doit étre vérifiée pour tout ¢ € E*. On a donc :

(1, ) = (p,u)

58.8 Application duale

Soit les espaces vectoriels E et F' sur K et une fonction A : E +— F. Le dual de A au sens des
formes, §’il existe, est I'unique fonction A* : F* — E* telle que :

(A"(), u) = (p, A(u))
pour tout u € E et p € F™.

58.9 Formes bilinéaires

Soit les espaces vectoriels E et F' sur K. Une forme bilinéaire est une fonction bilinéaire continue
¥ : F x E— K. On utilise une notation analogue a celle des formes :

(x,0,u) = Iz, u)
pour tout x € F' et u € E. On voit que :

(a-z+p-ydu) =a-(z.9,u)+ 6 (y,7,u)
(0,0, 0w+ B-v) = (5,0,u)+ B+ (z,9,0)
pour tout a, 5 € K, u,v € Fet x,y € F.

58.10 Formes quadratiques

Soit la forme bilinéaire ¢ : £ x E — K. Une forme quadratique Q : F — K est une fonction de
la forme :

Q($) = <£L’, v, x>

58.11 Représentation matricielle

On peut représenter toute forme linéaire ¢ € Lin(K", K) par un vecteur matriciel ¢ € K". Etant
donné la base canonique (eq, ..., e,) de K", il suffit de poser :

@i = (p, i)
pour avoir :

pour tout u € K”.
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Formes bilinéaires

On peut représenter toute forme bilinéaire ¢ € Lin(K™ x K", K) par une matrice © € M(K, m,n).
Etant donné les bases canoniques (fi, ..., fr,) de K™ et (eq, ..., e,) de K" il suffit de poser :

comp © = (f;, v, ¢;)

v

pour avoir :

(v,9,u) =v" -0 -u

pour tout u € K" et tout v € K™.



Chapitre 59

Produit scalaire

Dépendances

— Chapitre 52 : Les espaces vectoriels
— Chapitre 53 : Les normes

59.1 Introduction

Soit E un espace vectoriel sur K et une famille de fonctions linéaires ¢, € E* ol u € E est un
parameétre vectoriel. Nous pouvons écrire :

Pu(v) = (Pu, V)

pour tout u,v € E. Cette expression introduit implicitement le produit dérivé (|) : E x E — K
défini par :

(u] v) = (¢u,v)
pour tout u,v € E. Ce produit hérite bien entendu la linéarité & droite de la forme associée :
(ula-v+f-w)=a-(ufv)+ 5 (u|w)
pour tout u,v,w € E et pour tout o, 3 € K.

Les produits scalaires sont des cas particuliers de ce type de produit.

Notation

On note aussi u - v = (u | v).

59.2 Produit scalaire réel

Considérons le cas particulier ou K = R. et un produit linéaire a droite (|) : ' x E — R. Nous
voudrions en plus que la valeur de (u|u) en chaque u € F puisse représenter la norme de u. Nous
imposons donc la positivité :

(u|uy >0

Pour compléter le caractére strictement défini positif, on impose également que le seul élément
u € F vérifiant :

(u|u)y=0
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soit le vecteur nul u = 0. Ce qui revient a dire que :

(u]uy >0

pour tout u € E \ {0}.
Si on peut également interchanger n’importe quels u,v € E sans changer le résultat :

(ufv) = (v]w

on dit que (|) est un produit scalaire réel sur E.
Nous déduisons directement de la linéarité a droite et de la symétrie que :

(@-utp-vlw) =a-(ufw)+F-(v]w)

pour tout «, 5 € R et u,v,w € E. Le produit scalaire réel est bilinéaire.

59.3 Produit scalaire complexe

Examinons a présent le cas K = C. On demande qu'un produit scalaire (|) : F x E — C soit
strictement défini positif. Pour cela, les valeurs de (u | u) doivent étre réelles et positives :

(ulu) eR
(ulu) >0

pour tout u € E. Ensuite, il faut également que le seul élément v € E vérifiant :
(u]u) =0

soit le vecteur nul v = 0.

Le caractére réel de (u | u) implique que :

(u] u) = (u|w)

ol la barre supérieure désigne comme d’habitude le complexe conjugué. Cette constatation nous
méne & une variante de la symétrie. On impose :

(u]v) = (v|w)
pour tout u,v € E. On dit que le produit scalaire complexe est hermitien.
La linéarité & droite s’exprime simplement par :
(ulo-v+p-w)y=a-(ulv)+5-(u|w)

pour tout u,v,w € E et pour tout a,, 3 € C. On déduit de la linéarité et du caractére hermitien
du produit scalaire complexe que :

(a-u+pf-v|lw) = <w|a u+ G- v)

= a-(wlu)+ 8- (w|v)

et finalement :

(o utpvlw) =a (ulw)+5 (v|w)

On dit que le produit scalaire est antilinéaire a gauche.
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Corollaire

En particulier, si u,v,w,z sont des vecteurs de E et si « = (u|v) € C, on a :

(wla-z)=(w|({ulv) )= {ulv) {w]|z)

(- wlz) = ((u]v) - wlz) = {v]u) - (w]|z)

Cas particulier

Comme T = x pour tout x € R C C, on peut considérer le produit scalaire réel comme un cas
particulier de produit scalaire complexe.

59.4 Espace orthogonal

A un vecteur

Soit # € H. On définit 'ensemble z+ par :

et ={z€E:(z|2) =0}

On dit des vecteurs de 1 qu’ils sont orthogonaux a .

A un ensemble

Pour tout sous-ensemble V' C E| I'ensemble orthogonal & V' est I’ensemble des vecteurs qui sont
orthogonaux a tous les éléments de V' :

VL:ﬂxL

zeV

Pour tout 2 € V*, on a donc (x| z) = 0 quel que soit x € V.

Nous allons vérifier que V1 est un sous-espace vectoriel. Soit z € V. Comme (2| 0) = 0, on a
0Vt Soit v,y eV, o, €K. On a:

(la-z+8-y)=a-(z]a)+B-(z] ) =0+0=0

ce qui montre que av-x + -y € V+.

59.5 Egalité

Si u,v € E sont tels que :
(ulw) = (v|w)
pour tout w € E, on a :
(u—v|w)y=0
Le choix w = u — v € E nous donne alors :
(u—v|u—v)=0

ce qui implique ©u — v = 0 et donc u = v.
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59.6 Base orthonormeée

Une base (ey,...,e,) de E est dite orthonormée si le produit scalaire de deux vecteurs e; # e;
s’annule, tandis que le produit scalaire d’un e; avec lui-méme donne 1'unité :

(ei| ej) = by

Coordonnées

Soit © € E de coordonnée u; € K :

n
u = E U; * €;
i=1

En effectuant le produit scalaire de u avec ey, on arrive a :

(er | u)y = Zul (e | €;)
ek|u Zuz ik

Tous les termes de cette derniére somme s’annulent sauf lorsque ¢ = k, et on a :

(ex | u) = wy
On peut donc écrire :

n

y=Z<ei|u>-ez

Indépendance linéaire

On peut voir que si une suite de vecteurs e; est orthonormée, (ils ne forment pas forcément une
base) ils sont toujours linéairement indépendant. En effet si les scalaires a;, sont tels que :

n

Zai-ei:()

=1

on a alors :

a;=(e;|0) =0

59.7 Produit scalaire et coordonnées

Soit (e, ..., e,) une base de E' et u,v € E. On a :
u = Zul * €
i
v = Zvi &
i

pour certains u;,v; € K. Posons :

9ij = (e | ;)
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ou (|) : E x E — C est un produit scalaire complexe. Nous pouvons faire sortir les sommes en
utilisant les propriétés du produit scalaire, ce qui nous donne :

1,7

Réel

Dans les cas d’un produit scalaire réel, on a u; = u; et ’expression devient :

i?j

Base orthonormée

Si la base (eq, ..., e,) est orthonormée, I'expression du produit scalaire se simplifie en :

= E ﬂi'Ui
%

59.8 Application définie positive

Soit une application linéaire A : F +— E. Si le produit scalaire de u avec A(u) est un réel positif :

(u] A(w)) = (A(u) [ u) >

pour tout v € E, on dit que A est définie positive.

59.9 Produit scalaire sur R"”

Soit z,y € R™ tels que :

T = (T1,Tg, ..., Tp)
Y= (Y1,Y2, - Yn)

pour certains x;,y; € R.
Le produit scalaire usuel sur R™ est défini par :

I| y leyz

59.10 Produit scalaire sur C"

Soit z,y € C™ tels que :

r = (21, T2, ..., Tp)
Y= (y17y27 7yn)

pour certains x;,y; € C.
Le produit scalaire usuel est défini par :

(z|y) = szyz

0
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59.11 Base orthonormée sur K"

Soit K € {R, C}. Il est clair que la base canonique de K" :
ei = (85)i
vérifie :
(ei] €;) = &y
pour le produit scalaire usuel sur K”. La suite (ey, ..., e,) forme une base orthonormée.

59.12 Représentation matricielle

Soit = (z1,..,%n), ¥y = (Y1, -, Yn) € C™. On définit les vecteurs colonne associé :

I n
T2 Yo
Tn Un

L’équivalence entre C" et M[(C,n, 1) nous ameéne a :
(z]y) :Zfi'yi

Le membre de droite n’est rien d’autre que le produit « matriciel » 27 - y et on a donc :
(zly) =2y
On vérifie que la base (eq, ..., €,) est orthonormée pour ce produit scalaire :

T _
Gi ~ej = 6ij

59.13 Application linéaire

Soit les espaces vectoriels F, F' sur K et une application linéaire A : ' +— F. On prend une base
(é1,..,e,) de E et une base orthonormée (fi,..., f,) de F. Comme les composantes de la matrice

associée A sont les coordonnées de A(e;) dans la base des f;, on a :

comp A = (f; | Ale;))

)

59.14 Matrice de produit scalaire

Soit un espace vectoriel E sur K et un produit scalaire (|) quelconque défini sur E. Soit (ey, ...
une base quelconque de E (nous ne supposons pas qu’elle soit orthonormée). Si z,9 € E, on a :

T = E ;- €;
A
?JZE Yi- €
7

pour certains x;,y; € S. Or, nous avons vu que :
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(] 9) = Zfz CAREY
i?j
Si nous définissons la matrice des produits scalaires A € M(K, m,n) par :

comp A = (e; | e;)
]

nous pouvons réécrire le produit scalaire sous la forme :

(@]9 =aT- Ay
ol z,y sont les vecteurs colonne associés a ., 7 :

T = |1 Ty ... 2p)"
y=[v1 92 val"

Cette matrice possede d’importantes propriétés issues du produit scalaire. On a 27 - A -2 > 0
pour tout x # 0. On dit que A est une matrice définie positive. Le caractére hermitien du produit
scalaire nous donne aussi AT = A. On dit que A est une matrice hermitienne, ou auto-adjointe.

Réciproque
Si A est une matrice carrée définie positive et hermitienne, I’application définie par :

(z|ly)=2T Ay

est bien un produit scalaire. En effet, la définie positivité de la matrice est équivalente & celle du
produit ainsi défini. Pour le caractére hermitien, on a :

(zly) = Zfi-Aij'ijZTi'Zji'yj
2,] %]

7]
= E yj‘Aji'fz':COHJE yj - Aji -
4,7 2

= conj(y| z)

59.15 Bases de vecteurs matriciels

Un cas particulier important survient lorsque les vecteurs sont des vecteurs matriciels. Soit une
suite de vecteurs linéairement indépendants wuy, us, ..., u,, € M(K,n,1). Soit des x;,y; € K et les
vecteurs :

=1
Y:Zyi'ui
i=1

Si nous considérons les vecteurs z,y € M(K, m, 1) associés :
T =[x Ty ... Tp)"
y=1[0y2 - Yml"

ainsi que la matrice U € M(K, n, m) rassemblant les u; :
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U= [Ul Uus ... um]

on peut réécrire la définition de z,y sous la forme :
X=U-x
Y=U-y
On a alors :
(X|Y)=XT.Y =27 .UT .Uy

On en conclut que la matrice A = UT - U € M(K,m, m) est une matrice de produit scalaire

Réciproque

Soit U € M(K, n,m) telle que ker U = {0}. La matrice A = UT-U € M(K, m, m) est une matrice
de produit scalaire. En effet :

2T A z=2T.-UT-U-z=conj(U -z)T-(U-z)>0

Siz#0,onadeplusU -z #0etz -A-z > 0. Par ailleurs, on a évidemment :

AT =(UT. =0T - U=A

59.16 Noyau

Soit [; = ligne;, A et © € ker A. On a alors :

0=comp(A-z)=1x

(2

On en conclut que les lignes de A sont orthogonales aux ;. Il en va de méme pour toute combi-
naison linéaire de ces lignes, et :

ker A = span{ly, ..., [,,}*



Chapitre 60

Norme dérivée du produit scalaire

Dépendances

— Chapitre 52 : Les espaces vectoriels
— Chapitre 53 : Les normes

60.1 Introduction

Soit un espace vectoriel £ muni du produit scalaire (|). Nous allons analyser les propriétés de
l'application ||.|| : £ — K associée au produit scalaire et définie par :

2]l = V(x| 2)

pour tout x € E.

60.2 Addition

Soit z,y € Fet a, € C. On a :

lo-zt+ Byl = (a-a+Bylaa+fy) ~
= a-a-(zla)+a-B-ly) +5-a-(yla)+5-5-(yly)
= laf 2P +a- 8- (@|y)+B-a-(y|z)+ |8yl

Dans le cas particulier ou § =1, on a :

2 — 2 2

ly+a-zl| = lyl"+o- ylz)+a-(z]y) +laf” - [l]
2 2 2
= yl™ +2R(e- {y [ 2)) + |af” - |||

60.3 Théoréme de Pythagore

Si z,y € E sont orthogonaux :

(r|y)=0

on a également (y | ) = conj (x| y) =0 et :

(z+ylr+y) = (x|lx)+{x|y)+Ylz)+yly
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En exprimant cette relation en terme de ||.||, on obtient :

2 2 2
[+ ylI” = ll=[]” + llyll

résultat connu sous le nom de théoreme de Pythagore.

60.4 Egalité du parallélogramme

En additionnant les équations :

e +yl? = (z|2) + (x| y) + Y] ) + (Y| y)
e =yl = (@] 2) — (x| y) — (| =)+ (¥ | y)

on obtient :

Iz +ylI” + lle = yl* = 2(( | @) + (y] y)) = 2()«l* + [ly]*)

60.5 Inégalité de Cauchy-Schwartz
Soit z,y € Fet A€ C. On a:
ly =A-z)*=(yly) = A-(ylo) =X-(z|y) +X-A-(z]2) 20
Le choix magique de A (nous verrons d’ou il vient en étudiant les projections) est :

(2] y)
Al

On a alors :

{z] ) (] ) (@] z)”

En simplifiant les termes, on arrive a :

C(zly) -yl @)

En faisant passer le second terme dans le second membre et en multipliant par (x| x), on arrive
finalement & :

(x| y)* < (x| ) (y]y)

En prenant la racine carrée, on obtient une relation connue sous le nom d’inégalite de Cauchy-
Schwartz :

[z [y < VA |x) - (yly) = lz] - ]

60.6 Norme et inégalité de Minkowski

Nous allons a présent vérifier que 'application ||.|| est bien une norme.
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Définie positivité
On voit que notre application est strictement définie positive car ||x|| > 0 pour tout = € E et :
|lz]| =0=(z|z)=0=2=0

Produit mixte

La multiplication par un scalaire o« € C nous donne :
2
- zll =/l (x| z) = |a| - V(x| 2) = |af - ||z]

Inégalité de Minkowski
On a:

lz+yl> = (|2)+(x]y)+ ylz)+ Y|y
= (z|z)+2R{z|y)) + (¥ | y)

Mais comme |R((z | y))| < [{z | y)| < ||z] - ||ly||, on a finalement :

2 2 2
Iz +ylI” < =" + 2 =] - Iyl + ™ = (=l + lyl)?

d’ou :

[z +yll < llzll + llyll

Cette troisiéme et derniére propriété étant vérifiée, 'application ||.|| = /(|) est bien une norme.

60.7 Distance

On associe une distance a la norme et au produit scalaire par :

vist(z,y) = [l —yl| = V{z —ylz —y)
pour tout x,y € E.

60.8 Produit scalaire a partir de la norme

En soutrayant les équations :

lz+yl* = (@] ) +2R((z] v)) + (y | v)
lz = yl* = (x| 2) —2R((z | v)) + (v | v)
on obtient :

e+ ylI* = o = ylI* = 4R((z | )

Comme R(iz) = —J(z), on a aussi :

lz+iy|® = (z]2)+2RG (x| y) + (Y] y)
= (z]2) —23((z|y) + {y] v)
|z —iyl]® = (z]z)—2RG(z|y) + W]y
= (z|z)+23({z| )+ (y| y)
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En soustrayant ces deux résultats, on a donc :

. 2 . 2
[z +iy[]” = [l — iyl = —43((z | v))

On en conclut que :

(wly) = R(oly) +iS(zly)
= LU+l + e = yl) + (e iyl ~ e + i)

60.9 Norme et coordonnées

Soit (eq,...,e,) une base de F et u € E. On a :

u = E U; - €;
A

pour certains u;, v; € K. La norme s’écrit alors :

Jull = Zﬂl ei] €5) - uy
ij

Base orthonormée

Si la base est orthonormée, les seuls termes ne s’annulant pas sont ceux ot 2 = j, et on a :

Jull = \/ﬁ

Soit K € {R,C}. On définit une norme sur K", dite norme euclidienne, & partir du produit
scalaire :

60.10 Norme sur K"

2]l = vz | z) =

Normes £

Par extension, on définit une série de normes k par :

1/k
k
el = (z o )

Lorsque k devient tres grand, il est clair que la contribution du |$Z|k le plus grand en valeur
absolue devient énorme par rapport aux autres contributions de la norme. On peut vérifier que :

lim |z||, = max |z
kistoo R =i

On s’inspire de ce résultat pour définir :

]l = miax ||
=1
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On nomme |||, la norme « max ».
Attention, une norme k quelconque ne dérive en général pas d’un produit scalaire et ne posséde
donc pas les propriétés que nous avons vu pour la norme ||| = ||.|, = v/(])-

60.11 Norme sur C

Soit (a,b) € R? et z = a + ib. Il est clair que le module :
2] = la +10] = Va2 + b = [|(a, b)]

définit une norme sur C.

60.12 Représentation matricielle

Soit le vecteur matriciel z = [z ... z,]T. Sa norme s’écrit :

el = vala) = V& -2
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Chapitre 61

Applications adjointes

Dépendances

— Chapitre 58 : Les formes linéaires
— Chapitre 60 : Les produits scalaires

61.1 Adjoint au sens des formes linéaires

Soit les espaces vectoriels E et F sur K et 'application linéaire A : £ +— F. Si A* : F* — E* est
I'unique fonction de B vérifiant :

{0, Au)) = (A"(¢),w)

pour tout ¢ € F* et u € E, on dit que A* est 'application duale (ou adjointe) de A au sens des
formes linéaires.

61.2 Adjoint au sens du produit scalaire

Soient E et F' deux espaces vectoriels munis de produits scalaires et I'application linéaire A :
E+s F.Si A* : F — E est 'unique fonction de E¥ vérifiant :

(v] A(w)) = (A™(v) | w)

pour tout (u,v) € E X F, on dit que A* est I'application duale (ou adjointe) de A au sens
du produit scalaire. Nous supposons dans la suite que les applications rencontrées possédent une
application adjointe.

Applications auto-adjointes

Si E=F et A= A* on dit que A est hermitienne ou auto-adjointe.

61.3 Identité

Comme :
(v]1d(u)) = (Id(v) | u) = (v| u)
on a bien évidemment Id* = Id.

349



350 CHAPITRE 61. APPLICATIONS ADJOINTES

61.4 Adjoint d’une combinaison linéaire

Soit deux applications linéaires A, B : E+— F et o, € K. Si (u,v) € E X F,on a :

(@ A +B-B) () |u) = a-(A)|[u)+5 (B ()] u)
= a- ([ A(u) + 5 (v] A(u))
= (Wl(a-A+f- B)(u))

On en conclut que :

(- A+p-B)=a-A"+ - B*

L’opérateur * : A — A* est antilinéaire.

61.5 Bidual

On remarque que :

(u] A*(v)) = (A*(v) | w) = (v | A(u)) = (A(u) | v)

pour tout (u,v) € E x F. On a donc :

(A = A

61.6 Adjoint d’une composée

Soit un troisiéme espace vectoriel G. Si les applications adjointes des applications linéaires A :
E+— Fet B: Fr— (G existent, on a :

(v](Ao B)(u)) = (A"(v) | B(u)) = ((B" 0 A")(v) | w)

pour tout (u,v) € E x G. On en conclut que :

(Ao B)* = B*o A*

61.7 Construction d’applications auto-adjointes

Nous allons voir que nous pouvons construire deux applications auto-adjointes a partir de n’im-
porte quelle application linéaire A : F — F admettant une application duale A* : F' — FE.
— L’application A* o A : E — FE vérifie :

(A0 A(v) [ u) = (A(v) | A(w)) = (v| A" 0 A(u))

pour tout u,v € K. On en déduit que :

(Ao Ay =A"0 A
— L’application Ao A* : F' +— F vérifie :

(Ao A(x) [ y) = (A"(2) | A™(y)) = (z] Ao A"(y))
pour tout x,y € F. On en déduit que :

(Ao A*)* = Ao A*
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61.8 Linéarité de ’adjoint

Soit u,v € B, z,y € Feta,f €K Ona:

(Aa-z+8-y)[u) = (a-2+5-y[Au))

= @ (z[Aw)+ 8- (y| Aw))
= a- (A*2)|u) + B (A*(y) | )
= (o- A*(2) + 8- A*(y) | u)

Comme ce doit étre valable pour tout u € F, on en conclut que ’application adjointe est linéaire :

Aoz +5-y) =a-A(x) + 5 A(y)

61.9 Norme de ’adjoint

Soit une application linéaire A : £ +— F de norme finie. Si x € I’ est un vecteur non nul, on a :

14" (@)[* = (A"(x) | A*(2)) = (Ao A*(2) | 2) < [|[A 0 A™(x)|| - ||
et donc :
1A% (2)I* < [|AIl- 1A (@) - [|]
Si [|[A*(x)|| # 0, on peut diviser par ||A*(x)||. On obtient alors :

A= (@) < [[A[] - [l

Par positivité des normes, on remarque que cette relation est également valable lorsque ||A*(x)|| =
0 < ||A] - ||=||. En divisant par la norme de x, on obtient :

4@l _
o

Il ne nous reste plus qu’a passer au supremum sur x pour en conclure que :
AT < || Al
Mais comme (A*)* = A, on a aussi :
[A[] = [I(A%)" ]| < [lA™]]
Ces deux inégalités nous montrent que :

[A*[] = [l

61.10 Inverse

Supposons que A soit inversible. On a :

[d=1d"= (A" 0 A)* = A*o (A71)*
[d=Id"= (Ao A ) = (A )0 A

On en conclut que A* est également inversible et que :

(A*)—l — (A_l)*
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61.11 Noyau et image

Soit I'application linéaire A : E — F. Soit u € ker A et v € im A*. On peut donc trouver un
z € F tel que v = A*(z). On a :

(u] v) = (u] A*()) = (A(w) | 2) = (0] ) = 0

d’ott u € (im A*)* et ker A C (im A*)*. Inversément, si u € (im A*)*, on a :

(Aw) [ 2) = (u] A(x)) =0

pour tout z € E. On en conclut que A(u) = 0, c¢’est-a-dire u € ker A. On a donc aussi (im A*)+ C
ker A. Ces deux inclusions nous montrent finalement que :

ker A = (im A*)*

Comme le bidual revient a ’application d’origine, on a aussi :

ker A* = (im A)*

61.12 Représentation matricielle

Soit K € {R,C} et la matrice A € M(K, m,n) représentant 1’application linéaire A : K" — K™.
Soit A* € M(K, n,m) représentant A*. On a :

(y| A(x)) =yT- A 2
ainsi que :

(A 2)= (A7) w=yT- ()" -2

Les deux produits scalaires devant étre égaux par définition de la dualité, on doit clairement
avoir :

(49" = A
c’est-a-dire :
A* = AT — conj AT

Ce résultat prouve 'existence et I'unicité de ’adjoint dans le cas d’espaces de dimension finie.

Cas particulier

Dans le cas d’une matrice réelle, on a A = A et :

A*:AT

61.13 Adjoint d’un produit

On peut vérifier que :

(A-B)* = B*- A*

pour toutes matrices A € M(K,m,n) et B € M(K,n,p) de dimensions compatibles pour la
multiplication.



Chapitre 62

Tenseurs

Dépendances

— Chapitre 52 : Les vecteurs

— Chapitre 56 : Les fonctions linéaires
— Chapitre 58 : Les formes

— Chapitre 60 : Les produits scalaires

62.1 Introduction

Nous présentons deux variantes de la définition des tenseurs. La premieére, classique, est basée sur
les formes linéaires. La seconde, basée sur les vecteurs et la généralisation des produits scalaires, a
I’avantage de mettre en relief la structure particuliére des tenseurs, ainsi que la multitude de fonctions
que l'on peut leur associer.

62.2 Produit tensoriel de formes linéaires

Soit deux espaces vectoriels E et F' sur K, ainsi que les fonctions ¢ € Lin(F, S) et ¢ € Lin(F,S5).
On définit le produit tensoriel de ces deux fonctions, noté ¢ ® 1, par :

(v @ ¥)(a,b) = p(a) - P(b)

pour tout a € F et b € F. La fonction ¢ ® 1 est donc une forme bilinéaire vérifiant :
<CL, Y ¢7 b> = <907 (l> ’ <77Z)7 b)

Forme associée

On peut réécrire la définition comme :

(e @1)(a,b) = (p(b) - @,a) = (P(b) - )(a)

Nous pouvons donc associer a chaque b € F' une forme linéaire 1(b) - ¢ que nous notons :
{(p®@1,b) = - (D)

Dualité

On voit en échangeant ¢ et 1 que :
(¥ @ @)(b,a) = ¥(b) - p(a) = (¢ ® ¥)(a,b)

353
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Associativité

Le produit tensoriel étant associatif, on note :

PRYRW=pRWYRW) =(PRY)Qw

pour toutes formes linéaires o, 1, w définies sur les espaces vectoriels F, F, G.

Notation

On convient également de la notation :

(Wee,u)(@) =) (ou)

pour tout x € F. On a donc :

62.3 Tenseurs de formes linéaires

Soit les espaces vectoriels Fy, Es, ..., E, sur K. On nomme tenseur d’ordre n les formes n-linéaires
de 1 x By x ... x E,, vers K.

62.4 Produit tensoriel de deux vecteurs

Soit les espaces vectoriels E et F' sur K. Choisissons a € F' et b € E. Le produit tensoriel a ® b
est I'application linéaire de E vers F' définie par :

(@a®b)(c) =a-(b]c)

pour tout ¢ € E. On vérifie aisément que ce produit est bilinéaire.

Associativité mixte
Il est clair d’apres les définitions des opérations que :
(a-a)@b=a-(a®b)
a®(b-a)=(a®b) -«

pour tout a € K.

Distributivité

On a:

(a+b)®c=a®c+b®c
a®(c+d)=a®c+a®d

pour tout a,b € Fetc,de F.
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62.5 Contractions

Soit les espaces vectoriels E, F,G sur K. On étend la notion de « produit scalaire » par les
relations :

(a®blc)=a-(b]c)
(blcad)y={(blc)-d
(a@blcad)={(b|c)  (a®d)
valables pour tout (a,b,¢,d) € G x FF x F x E.

62.6 Contractions doubles

Soit b € F et ¢ € E. Afin de rester consistant avec le produit tensoriel des formes, nous définissons
la forme associée a b ® ¢ par :

p(a,d) = (a|(b&c)(d)) = (a]b) - (c| d)

pour tout d € E et a € F. On note en général cette forme au moyen de la double contraction :

(alb@cld) = {(a]b) - (c| d)

62.7 Dualité

Soit le scalaire o € C et les vecteurs a,u € Eq et b,v € Ey. On a :

(ul - (a®b)(v)) = - (ula)-(b|v)
et :

@-(b®a)(u)|v) = a-conj((alu))-(b]v)
= a-(ula)-(b|v)
On en déduit que :

(a-a®@b)*=a-b®a

62.8 Combinaison linéaire

Soit des vecteurs a;, b;, ¢;, d; et des scalaires 6;;,v;;. On étend la définition des contractions a des
combinaisons linéaires de la forme :

T:Z‘gij'ai®bj
i\j
U:ZUZ'j-Ci@dj
i\j
en imposant simplement la linéarité. On a donc par exemple :

(TIUY = i v~ (b | ex) - (a; @ dy)

1,5,k
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62.9 Tenseurs d’ordre deux

Soit a € F' et b € E. Un objet de la forme :

T=a®b

est un cas particulier de « tenseur d’ordre deux ». Il est formellement défini comme une application
linéaire de E vers F', mais il est en fait bien plus riche puisqu’on peut associer différents types de
fonctions et de formes a chaque contraction possible impliquant ce tenseur. Les notions de tenseur
et de contraction sont en fait étroitement liées.

On note Ty(F, E) I'espace vectoriel généré par ce type de tenseurs d’ordre deux.

62.10 Tenseurs d’ordre un et zéro

La possibilité d’associer une forme linéaire & chaque vecteur a € E par la contraction avec un
autre vecteur, qui est dans ce cas un simple produit scalaire :

va(b) = {a ] b)

nous incite a considérer les vecteurs comme des « tenseurs d’ordre un ». Nommant Ty (F) len-
semble des tenseurs d’ordre un, on a simplement T, (E) = E. Quant aux scalaires, ils seront considérés
comme des « tenseurs d’ordre zéro ». On note Ty = K I’ensemble des tenseurs d’ordre zéro.

62.11 Associativité

Soit a € G, b € F et c € E. Comme Lin(E, F') est également un espace vectoriel, on a :

0@ (b2 W]|©) = [eblc|w)](v) =ale|u) (b]v)

valable pour tout u € E et tout v € F. Mais Lin(F,G) est aussi un espace vectoriel, et 'on a
aussi :

e b)) @c|@ = plvawdw=blv)(lua

Le résultat étant le méme, le produit tensoriel est associatif, et nous notons :

aRbRc=a® (b®c)=(a®b)®c

I’application linéaire définie par :

(a@b@c)(u,v) = (c|u)(b]v)a

62.12 Tenseur d’ordre n

.1 . L. N .
Considérons les espaces vectoriels Ey, ..., E,, les séries de vecteurs aj,, a3, ...a, * € Ej et les scalaires

0;;.» € K. Un tenseur d’ordre n est une combinaison linéaire de la forme :

T = Z Oij..r - ai1 ®a§ ®..Qa,
i?j?'“:"‘
On note T, (F1, Es, ..., E,) lespace des tenseurs d’ordre n.
Lorsque tous les espaces vectoriels sont égaux, soit £ = E; = Fy = ... = E,, on note T,,(E) =

T,.(E, E, ..., E).
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Attention

Ne pas confondre les indices supérieurs (le i des vecteurs aj» par exemple), trés utilisés en calcul
tensoriel, avec les puissances! Dans le contexte des tenseurs, une éventuelle puissance d’un scalaire
67 serait notée au besoin par :

(0" =6.-...0:

J J J

62.13 Dualité

Soit les séries de vecteurs a} € Ey, les scalaires 0i;..rs € K, et le tenseur associé :

A= > Ojr-ai®ad®..®d,_ ®ad

i7j7"'7r78
On vérifie que le dual s’obtient en inversant ’ordre des vecteurs et en conjuguant les coordonnées :

AT = Z aij-..rs ’ afz ® a;—l ®...Q ag ® ali

By fyeeesTyS

62.14 Réduction

Soit les séries de vecteurs a}; € Ly, les scalaires 0;; s € K, et le tenseur associé :

A= Z Qij_,.rs~a§®a§®...®a;71®ai

05-+5T8

Les opérations de réduction consistent a construire des tenseurs d’ordre n — 1, notés A_(s) et
A~ (i), en retirant les vecteurs a? (réduction & droite) ou les vecteurs @' (réduction a gauche) :

A_(S) - Z eij...rs : ali ® CL% ®...Q (1;_1

0yt

AT (2) - Z eij...rs : CL% ® .. a;_l & (1751

JyeeesTsS

62.15 Contraction généralisée

Soit les séries de vecteurs a}; € E, et b?; € Iy, les scalaires 0, ,,0;. s € K, et les tenseurs :

A= Z:m,__r-ai@...@i)a;1

T,...,T

B=Y 0, be®.ab

JseesS

La contraction d’ordre 0 consiste simplement & juxtaposer les deux tenseurs au moyen du produit
tensoriel :

(A® B), = Z Niw 05 0 ®..0ad, QW @...Q b

Soit p € N tel que 0 < p < min{m,n}. Si:
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Em = F1
By =F
Emprrl = Fp

on peut définir la contraction (®) , dordre p de deux tenseurs par récurrence :

(Ao B), =Y (an,|b])-(A-(r)©B~(j),_,

T7j

Notation

TENSEURS

Soit A un tenseur d’ordre m et B un tenseur d’ordre n. Le produit tensoriel est bien évidemment

identique a la contraction d’ordre 0. On le note :

A® B=(A®B),

La contraction d’ordre 1 est notée comme un produit scalaire :
(A] B) = {(A© B),

ou comme un produit lorsqu’il n’y a pas de confusion possible :

A-B=(A|B)

Enfin, la contraction maximale d’ordre M = min{m,n} est notée par :

A:B=(A®B),,

Exemple
Considérons le cas :
A=a1®..®ay,
B=b0H®..b,

En utilisant p fois la récurrence, on obtient :

(A B), = (am | b1) - - (@mpt1] bp) a1 @ ... @ Ay @ b1 @ ..

soit un tenseur d’ordre m —p +n — p.

62.16 Contraction double généralisée

On définit également la contraction double utilisant trois facteurs par :

YITX),,,, =Y (T ©X),),=(YoT), X)),

Notation
On note :

Wl Alz) = (yl Alz),
y-A-x=(y|Alz)

® by,
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62.17 Coordonnées

Si chaque F}, dispose d’une base de vecteurs (e}, €2, ...eév’“), tout tenseur 7" € T, (F1, Es, ..., E,)
peut étre écrit sous la forme :

T = ZQLNWeil ®..Qe€,

TyeunyT

On dit que les 6;_, sont les coordonnées de T'. L’indépendance linéaire des e}lC nous garantit que
ces coordonnées sont uniques.
Il y a donc :

N=]]M™

%

coordonnées déterminant un tenseur.

Bases orthonormeées

Si les bases sont orthonormées :

I AN S
<ek | 6k> = 0i
les coordonnées s’obtiennent aisément au moyen des contractions. On évalue :

(e ®..® =0 T>n = Z Oi..r - <€]i lei) - (enlen)

yeeesT

(5®.. @l OT) =Y 0;,8ji... 0y

Le produit des deltas de Kronecker s’annulant partout sauf aux indices (i, ...,r) = (j,..., ), on a
finalement :

(ep®..@el0T) =0;.,

ce qui nous donne les valeurs des 0, .

62.18 Norme

La norme d’un tenseur A est analogue aux normes dérivées d’un produit scalaire. On utilise ici la
contraction maximale et le tenseur duel de A, afin que les espaces des vecteurs soient compatibles :

Al = VAT A

Bases orthonormeées

: . . . N
Supposons que A soit représenté par rapport aux bases orthonormées (e}, ez, ..., %) :

A= Zﬁimr-e’i ®..Q e,

Ty

pour certains 6, , € K. La norme nous donne dans ce cas :

|A| = VA A=
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62.19 Tenseur identité
Le tenseur identité Z € To(FE) est défini par :

T-u=Z0Ou),=u
pour tout u € FE.

Base orthonormée

Soit (e, ..., €,) une base orthonormée de E. On a alors :

I'Gi:€i
et :

(Zoej@e),=(T e lej) =0y

On en conclut que :

I:Zéij-eiééej:z:ei@ei

62.20 Inverse

Soit un tenseur 7' € Ty(E). Si il existe un tenseur 7! € Ty(E) dont les contractions d’ordre 1
avec T' donnent le tenseur identité :

T-T'=(Tor"), =T1"T=T"'0T), =1

on dit que 77! est I'inverse de 7.

62.21 Trace

Soit (eq, ..., e,) est une base orthonormée de E et le tenseur T' € Ty(E) :

Tzzgij-ei@)ej
2%

On définit sa trace par :

uT=T:T=) 05 8;=Y b;

62.22 Cadre

On dit que les vecteurs e; € E forment un cadre de F si :

Zei@)ei:l'

On a alors, pour tout vecteur u de F :

Z(ei@)ei\w:u

c’est-a-dire :
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u:Z(eHu)eZ

i
par définition de la contraction. Prenant le produit scalaire avec un autre vecteur v € F, on
obtient :

(wlu) =2 (v]e) (el u)

7

62.23 Représentation matricielle

Soit les vecteurs u € F = M(K,m,1) = K™ et v,w € E = M(K,n,1) = K". La matrice :

Uy - U1 Uy - Vg ... UL-Uy

A N UQ].'l_)l ’LLQ'T)Q UQ'@n
= UuU-v =

Uy V1 Uy V2 oo Up * Up

représente une application linéaire de K" vers K™. Comme le produit matriciel est associatif,
cette fonction posseéde la propriété :

Aw=(u-v) w=u-(v"-w)=u-(v|w)

Ce résultat étant identique a la définition d'un tenseur d’ordre deux, on voit que les matrices
sont équivalentes a des tenseurs d’ordre deux : M[(K, m,n) = To(K™,K"). On parle donc de tenseurs
matriciels pour désigner cette représentation. On définit par équivalence le produit tensoriel de deux
vecteurs matriciels par :

UV =1u-0"

62.24 Contraction d’ordre 1

. ) . N,
Soit les espaces vectoriels Ey, Fy, E3 sur K et les suites de vecteurs (e}, €2, ..., *) formant des
bases orthonormées des Ej. Soit les tenseurs :

i ok
A= E Q- e] ® ey
ik

B:Zblj'eé@)@%

Ly

ol a;j;, b;; € K. Calculons leur contraction d’ordre 1 :

= (A0 B), Zazk by - <€2|€2> €1®€3

1,5,k,1
_ } : i J
C— aik'blj'5k5'61®63
i7j7k7l
_ i J
C—g i - by - €] D ey
i7j7k

On voit que les coordonnées obtenues :

Cij = E ik + br
P
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correspondent a une matrice C' = (c¢;;);,; telle que :

C=A-B

ol les matrices A et B sont données par :
A = (aij)i;
B = (bij)i;
La contraction d’ordre 1 correspond donc au produit matriciel, qui correspond lui-méme a la

composition d’application linéaires.

62.25 Contraction maximale

Soit les espaces vectoriels Fy, Fy, E3 sur K et les suites de vecteurs (

bases orthonormées des Fj. Soit les tenseurs :

1,2 Nk
er, €}, ---€;, ) formant des

i ok

A:E a; - €] ® e
ik

_ l J

B—g bij - ey @ ey
l?j

ol a;j;, b;; € K. Calculons leur contraction maximale :

a=A:B=(A0B),= Zaik'blj'ékl'ézj

i7j7k7l
Q= E ik * bri
ik
Ce résultat nous incite a définir 'opération équivalente sur les matrices associées A = (a;;);; et

B = (bij)i; -
A:B:Zaij'bji
.3

62.26 Base canonique
Soit ¢, ; les vecteurs de la base canonique de K™ et ¢, ; les vecteurs de la base canonique de K"
Si A = (aij)i; € M(K,m,n), on a clairement :

m n m n
A=Y i @y =D Y ay - G-

i=1 j=1 i=1 j=1

Lignes

C:n,k CA = Zazj . 5zk : C;’j = Zak]‘ . C:;’j
ki j
La matrice de taille (1,7n) obtenue est donc la k"¢ ligne de A :

i A= ligkneA
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Colonnes

On a:

A- Cnk = E Q5 * Cmyi - 5jk = E @ik * Cmg

kyi,j %

La matrice de taille (m, 1) obtenue est donc la k¢ colonne de A :

A - ¢, = colonne A
’ k

Identité

Dans le cas ot m = n, on a en particulier :
n n
*
E Cnyi ® Cni = § Cni " Cpy = I
i=1 i=1

62.27 Normes matricielles

363

La norme de Frobenius d’une matrice A = (a;;);; est la norme du tenseur associé. On a donc :

Al = VA A= > a;-a;= > |ayl
i i

Trace

La trace d’'une matrice A = (a;;);; € M(K, m,n) est la trace du tenseur sous-jacent, et donc :

tr(A) = Z ag;

i€l

oul=1{1,2,....min{m,n}}.
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Chapitre 63

Produit extérieur

Dépendances

— Chapitre 52 : Les vecteurs
— Chapitre 62 : Les tenseurs

63.1 Dimension 2

Soit I'espace vectoriel E = span{ej,es} sur S, ot (eg,e2) forme est une base orthonormée. Soit
u,v € K. On a :

2
u = Z U; €;
i=1
2
v = Z V;€;
i=1

pour certains u;, v; € S.
Les symboles €;; (4,7 = 1,2) sont définis de telle sorte que pour tout u,v la double somme :

2
UNV = E €UV
i,j=1

représente (au signe prés) la surface du parallélogramme dont les sommets sont (0,0), (uq,uz),
(v1,v9) et (ug + v1,us + v3). On impose de plus 'antisymétrie :
UuNUV=—-vAuU
afin de donner une orientation a ce parallélogramme. Ces contraintes nous donnent :
u=e, v=€¢ = uANv=_0
u=e, v=€e = uAv=1

Uu==e, v=€e = uAv=0>0

u==ey, v=€¢ = ulhv=-1

ce qui nous ameéne & :

€1 = €3 =0

€19 — 1 €y — -1

On voit qu’il y a un certain arbitraire dans notre choix, on aurait pu également choisir :

365
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€1 =¢€»=0
€192 = —1 €91 = 1

Le choix du signe détermine ce que I'on appelle I'orientation de I'espace F.

63.2 Dimension 3

Soit I'espace vectoriel E = span{ey, s, €3} sur S, ou (eq, g, €3) forme est une base orthonormée.
Soit u,v,w € E. On a :

3

u = Z u;e;
=1
3

v = Z V;€;
=1
3

w = Z w;€;
=1

pour certains wu;, v;, w; € S.
Les symboles €;;,  (¢,7 = 1,2,3) sont définis de telle sorte que pour tout u, v, w le scalaire :

3

UNVNANW = E €k UiV W
ij,k=1

représente (au signe prés) le volume du parallélipipéde dont les cotés sont définis par u, v et w.
On impose également ’antisymétrie

UNUVANW=—uNwAv
UuNVAW=—-vANuNw

Par un procédé analogue au cas bidimensionnel, on montre qu’un choix possible est donné par :

€123 = 1
€ijj = €iij = €ij; =0
€ijk = €jki = €Ly

€ijk = —€jik €ijk = —E€ikj

Produit vectoriel
On peut également former un vecteur avec 'opérateur A. On pose simplement :

3

uNv= Z (€iku;jVk) €

i7j7k:1

Les composantes sont donc données par :

(u A V)] = ugv3 — uzvy
(uA )y = ugvy — ujvs
(uA )3 = ujvg — Uty

On peut relier le produit extérieur au produit scalaire en constatant que :

(ul v Aw) = Zeijkuivjwk =uAvAw
ijk
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63.3 Permutations en dimension N

Voyons quelles sont les propriétés communes aux €, présentés ci-dessus. On remarque que €15 =
€123 = 1. On note aussi que €, est antysimétrique puisque l'inversion de deux indices change le
signe. Ces propriétés nous permettent de généraliser la définition du produit extérieur a un espace
de dimension N. On impose que le € a N indices vérifie les conditions suivantes :

€12, .N=1
€ k.l = € k. j.l

Ces conditions nous permettent de retrouver la valeur de n’importe quel €;;. ;. Si deux indices
sont égaux, l'antisymétrie nous permet d’affirmer que :

€. j.j. k= "€ 5. j.k

et donc :

€i.jj.k = 0

Les seuls € non nuls sont donc ceux dont tous les indices (i, 7, k, ..., s) sont distincts, c¢’est-a-dire
les permutations de (1,2,3, ..., N). On se rend compte que si p € N est le nombre de permutations
de couples d’indices nécessaires pour obtenir (i, j, k, ..., s) a partir de (1,2,3,..., N), on a :

€k = (—1)°

63.4 Tenseur de permutation

Soit (eq, e, ..., e)) une base orthonormée d’un espace vectoriel E sur S. Nous définissons le tenseur
de permutation £ € Ty (FE) par :

g = E eil,iz,...,iN : eil ® eig ® ® eiN

11,82, IN

63.5 Produit extérieur généralisé

Soit (eq, €, ..., €x) une base orthonormée d’un espace vectoriel E sur K, M < N et les vecteurs
U, ug, ...upr € B de coordonnées uy, :

N
i
ug = E Up,e;
i=1
Nous définissons leur produit extérieur par une contraction d’ordre M :

u Aug Ao Auy = (EQuy @ ... @ ur)yy,

Par orthonormalité de la base, on a :

—
(e | ur) = uy,
Le produit extérieur s’écrit donc :
_ _ 2 : iN IN—M+1
U= U Nus N\ ... Nupy = €i1io,..in - Gy X...R Cin_y " Upp m et Uy
11,02, .iN

ce qui nous donne les coordonnées du tenseur U € Ty_y(E) par rapport a la base (eq, ...,ex) :
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_ 2 : IN—M+1
UllymﬂN—A{ - ellﬂzw-lN ul s

IN—MA41,0IN

On vérifie les propriétés suivantes :

UNV=—VAU
uNu=0
(au+ ) ANw =auANw+ v Aw
wA (qu+ o) =aw Au+ fw Av

pour tout u,v,w,... € Eeta,B e S.

N vecteurs
Dans le cas ou M = N, le produit extérieur est le scalaire :

N

A=u ANug A ... \Nuy = E eij...k'ull'uj'

iy k=1

iN
Ups

k
.uN

On appelle le A ainsi obtenu le déterminant des N vecteurs u;, et on le note :

det(uq,...,uy) =ug Aug A ... Nuy

63.6 Déterminant d’une matrice
Soit une matrice A € M(K, N, N) :

A= (aij)i,j

et les vecteurs correspondants :

a; = E aijej
J

On définit alors simplement :

det(A) = a1 FANAN anN — Z 62‘172‘27“.7;1\,@1’@'1

11,82, IN

QN Gy



Chapitre 64

Matrices élémentaires

Dépendances

— Chapitre ??7 : Les matrices
— Chapitre 62 : Les tenseurs

64.1 Introduction

Les matrices élémentaires constituent une classe importante de matrice. Elles permettent d’obtenir
d’importants résultats utiles tant sur le plan théorique que pour les applications numériques. Une
matrice élémentaire de taille (n,n) est déterminée par un scalaire o € K et le produit tensoriel de
deux vecteurs u,v € K" :

Elem(o,u,v) =l +a-u®@v=1+a-u-v*

64.2 Inverse

Considérons le produit :

Elem(a, u,v) - Elem(5,u,v) = I+ (a+p) - u-v"+a-F-u-v*" u-v*
I+ja+B+a-p-(0 -u)] u-v*

On voit que si on peut trouver un scalaire 3 tel que :

a+pf+a--(w-u)=0

le produit des deux matrices sera égal a la matrice identité. Ce sera possible si 1 + a - v* - u # 0.
On a alors :

«

B:_1+a~(v*~u)

et :

Elem(o, u,v) - Elem(5, u,v) = I

Par symétrie, il est clair que le produit des deux matrices ne change pas lorsqu’on intervertit «
et 4. On a donc aussi :

Elem(5, u,v) - Elem(a, u,v) = I

369
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Ces deux conditions étant remplies, on a :

Elem(3, u,v) = Elem(c, u,v)

Les matrices élémentaires sont donc trés faciles & inverser.

64.3 Matrices élémentaires de transformation

Nous allons construire une matrice élémentaire qui transforme un vecteur donné = € M(K, n, 1)
non nul en un autre vecteur donné y € M(K,n, 1) de méme taille.

Colonne

On cherche une matrice élémentaire F,, telle que £, - x = y. L’équation :

I4+a-u-v)zrz=z+a-u (v'-2)=y
nous donne la condition :

a-Wx)u=y—=z

On peut donc choisir par exemple u = y — z et v = . On a alors « = 1/(x* - ) # 0 et on se
retrouve avec la matrice élémentaire :

*

E,=1 (y—x) -
y +3:*-:U (y—=)-

Inverse

Si l'inverse existe, il s’agit d’'une matrice élémentaire de parameétre scalaire :

1 1
ﬁ:_* * R
r*-x+ar- (y—x) T* ey

Sous réserve que x* -y # 0, on a donc :

*

-1 _
El=1-

x*_y~(y—x)-:v

Ligne

On cherche une matrice élémentaire E,, telle que 2* - E,, = y*. L’équation :

2 (I+a-u-v)=a"+a (% u) - v" =y

nous donne la condition :

ou :

a- (u

.I‘).’U:y—x

On peut donc choisir par exemple v =y —x et u =2. Onaalors a =a =1/(z*-x) # 0 et on se
retrouve avec la matrice élémentaire :

E,=1 cx-(y —x)*
y +x*-xx(y x)
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Inverse
Si I'inverse existe, il s’agit d’une matrice élémentaire de parametre scalaire :

g 1 _ 1

x4 (y—x)-x y* -

Sous réserve que y* - x # 0, on a donc :

-1 _ *

y-r

64.4 Matrices élémentaires de permutation

Les matrices élémentaires de permutations permettent de permuter deux lignes ou deux colonnes
d’une matrice. Soit ¢q,..., ¢, les vecteurs de la base canonique de K". La matrice de permutation
élémentaire de taille (n,n) et de parameétres i, j est définie par :

permut =1 - (CZ’ — Cj) . (CZ’ — C]’)*

'ﬂ,l,]

Dans la suite, nous considérons A € M(K,m,n) et P = permut,,; .

Permutation des colonnes

Soit les colonnes C; = A -¢;. On a :

A-P=A—(Ci-f+C5-)+(Cj-¢f +C; - )

Les colonnes i et j de A sont donc permutées par multiplication & droite d’une matrice de
permutation.

Permutation des lignes
Soit les lignes L; = ¢; - A. On a :

Les lignes i et 7 de A sont donc permutées par multiplication a gauche d’une matrice de permu-
tation.

Symétrie

On constate que la transposée et la duale sont égales a la matrice elle-méme :

T *
permut = permut = permut
n7i7j n7i7j ,n‘71:7j

Inverse
Soit Aij =6¢ —¢ et :
P =permut = I — Ay; - A
n,%,]

Le produit de cette matrice avec elle-méme s’écrit :

P-P:I—QAZ‘]"A:j"‘Aij'A:j'Aij'A:j
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Mais comme A}; - Aj; =2, on a:

Les deux derniers termes s’annihilent et :
P-P=1
Les matrices de permutations élémentaires sont donc égales a leur propre inverse :

-1
permut = permut
.1, n,3,J

64.5 Matrices de permutations
Une matrice de permutation P est une matrice de la forme :

P=P...-P,

ou les P; sont des matrices élémentaires de permutation.
Inverse

p-P=PF,-..-P-P-...-P,=1
P.-PP=P-..-P,-P,-...-P =1

Donc P* = P~!. Comme P* = PT| la transposée d’une matrice de permutation est identique a
son inverse. On dit que ces matrices sont orthogonales.



Chapitre 65

Systémes linéaires et inverses

65.1 Gauss-Jordan

Nous allons tenter de diagonaliser une matrice A € M(K,m,n) en une matrice diagonale aussi
proche que possible de la matrice identité. Soit les ¢;, vecteurs de la base canonique de K™ ou K"
suivant le contexte. Si A est non nulle, on peut trouver un 7 et un j tels que :

a=compA # 0
]
On considére les matrices élémentaires de permutation Fy = permut,, ;; et o = permut,, ;,, et
on évalue Py - A - )y pour inverser les lignes 1 et ¢ et les colonnes 1 et 7 de A. On se retrouve alors
avec une matrice de la forme :

Qo'A'P():[JjCQ Cn]

ou z est la premiére colonne et ol z* - ¢; = a # 0. On utilise ensuite une premiére matrice
élémentaire :

1
E0:I+*—-(c1—x)-:v*
T~ -x

pour transformer la premiére colonne x en y = ¢;. Partitionnant & part la premiére ligne et la
premiére colonne du résultat, on a :

1 2z
By Py A-Q=|

Posons u* = [1 2z*] pour la premiére ligne. On a ¢} - u = 1 # 0. On utilise une seconde matrice
élémentaire :

F0:[+ U‘(Cl—U)*

u* - U

ur transformer remiére ligne ©* en v* = ¢}. Mai mme (¢; —u)* = -z na:
our transformer la premiére ligne u* en v* = ¢j. Mais comme (¢ * =10 *], on a

R RO

On voit aussi que v* - u = 1 4 z* - z. La matrice élémentaire Fjy est donc de la forme :

1 0 —z

On obtient alors une matrice modifiée de la forme :
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n 1 12 0o —z
14 2%-2 0 . 0 —z-2*

1 0
Ey-Py-A-Qo-Fo= [O A(nl):|

*

EO'PO'A'QO'FOZ 0 "

et finalement :

Recommencons le méme procédé pour transformer, au moyen des matrices de permutation P~ Q=1
et élémentaires E™~Y F(=1) 1a premiére colonne et la premiére ligne de A™=Y en e; et ey. Si on

pose :
1 0 I, 0
Pl:{o PWD]:[O P(”‘l)}
[t 0 ] [L 0 ]
Ql—_o Qv [T |0 Quy |
1 o | [L 0 ]
El__o Ee-D | 7| 0 B0 |
1 0o | [14L 0
B=1o pon | = |0 pov
il vient :
10 0
Ey-P-Ey-Pp-A-Qy-Fy-Qi-Fr=]01 0
00 A2

Soit p = min{m, n}. On peut répéter le méme processus r fois en utilisant a I’étape k :

Br= {)k P(’?‘k)

%=1 gun |
By = I(f E(S—k)
Fy = ](;g F(T(L)fk)

jusqu’a ce que la matrice A" soit nulle, ou jusqu’a ce qu’on ait atteint r = p. Posons :

E = E.-P.-...-Ey-F
F = Qo -Fy-..-Q,- F,

On a alors schématiquement :

E-A-F=C

cewl gt ]i o)

suivant que r =p=m=mn,r=p=n,r=p=mour < p.

ou :
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Inverse
Les matrices élémentaires de permutation sont inversibles, d’inverse identique a elles-mémes. On a
donc P! = Piet Q;' = Q;. Les matrices élémentaires de transformation sont également inversibles.
En effet, x* -y = 2* - ¢; = a # 0. L’inverse de Ej existe donc et s’écrit :
-1 1 *
Eibb=1——-(aqg—2z)z
a
D’un autre coté v* - u = ¢} -u =1 # 0. L’inverse de Fj existe aussi et s’écrit :
Fot=T—wu-(c—u)*

Comme on procéde de méme a chaque étape, I'inverse de chaque matrice élémentaire existe. En
appliquant la formule d’inversion d’un produit, on obtient :

E' = P-E;'-..-P-E!
F' = E71Q .- Fy' - Qo

Posons L = E~! et R = F~!. En multipliant ’équation £/ A - F = C a gauche par L et a droite
par R, on obtient :

A=L-C-R

Une telle décomposition est appelée décomposition de Gauss-Jordan et notée :

(L,C, R) = GaussJordan(A)

Rang

Le 7 ainsi obtenu est appelé rang de la matrice A. On le note :

r = rang A

On a par construction r < p.

65.2 Systémes linéaires

Nous allons a présent utiliser la décomposition de Gauss-Jordan pour analyser les espaces de
solutions :

Sly)={zeK":A-z =y}
pour tout y € K™. On a :

A-x=L-C-R-z=y

Multiplions cette équation par L=, Il vient :

C-R-x=L"y
On pose :

Le systéme linéaire s’écrit alors :
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Plein rang, matrice carrée
Sir=m=mn,ona:
A=L-I1-R=L-R
La matrice A est un produit de matrices inversibles. Elle est donc inversible et :

A*l — R*l . Lfl

L’équation A -z = y admet donc pour unique solution = € S(y) le vecteur :

r=A"1 . y=R1'. L.y

Plein rang, matrice haute

Sir=n < m,ona:

L,
-]
Si on partitionne b = L™! - yy en deux vecteurs by, by de tailles (n,1) et (m —n,1), on a :
In L z o bl
01 "7 10| | b
Il y a donc deux conditions pour que x = R~! - 2 soit dans S(y) :

Z:b1
0=by

Si by # 0, il n’existe pas de solution. Si by = 0, il existe une unique solution x € S(y), qui s’écrit :

r=R ‘' z=R1'lh

Remarquons que 1’on peut toujours trouver un y tel qu’il existe au moins une solution. En effet,
il suffit de choisir :

by
sk
D’un autre coté, il existe toujours un y tel qu’il n’existe pas de solution. En effet, il suffit de
choisir :
by
-]
ou b2 # 0.

Plein rang, matrice longue

Sir=m < n,on se retrouve alors avec :

C=[1In 0]

Si on partitionne z en deux vecteurs zy, z; de tailles (m, 1) et (n —m, 1), on a :

21
z9

CZ:[Im 0}|: :|:m'21+0'2’2:2’1
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La condition pour que x = R™! - 2z soit dans S(y) se résume a :

zlzb:L_l-y

Nous n’avons par contre aucune condition sur zo € M(K,n —m). Il y a donc une infinité de
solutions x € S(y), de la forme :

_1'
x:R_l-z:R_1~{L y}

22

Rang incomplet

Supposons que r < p. On partitionne alors z en deux vecteurs z; et zy de tailles (r, 1) et (n—7, 1)
et b en deux vecteurs by et by de tailles (r, 1) et (m —r,1). Avec ces notations, le produit C'- z s’écrit :

o[ 3 {3)- 3]

L’équation C'- z = b prend donc la forme :

=[]

Les deux conditions pour que z = R~! - 2 soit dans S(y) sont donc que z; = by et que by = 0. Il
n’y a aucune condition sur z;. Si by # 0 il n'y a pas de solution. Si by = 0, il existe une infinité de
solutions z € S(y) de la forme :

b
22

Remarquons que 1’'on peut toujours trouver un y tel qu’il existe au moins une solution. En effet,
il suffit de choisir :

Un choix particulier est par exemple y = b = 0.
D’un autre coté, il existe toujours un y tel qu’il n’existe pas de solution. En effet, il suffit de
choisir :

ol bg #O

Rang et existence

On conclut de ce qui précede que si r < m ou r < p, on peut toujours trouver un y tel qu’il
n’existe pas de solution. Pour qu’il existe au moins une solution du systéme quel que soit y, il faut
donc avoir r = m = p.

Rang et unicité

On conclut de ce qui précéde que si ¥ < n ou r < p, on peut toujours trouver un y tel qu’il
existe une infinité de solution, et méme une infinité de solutions non nulles puisque zo # 0 peut étre
quelconque.

Pour qu’il existe au maximum une solution du systéme quel que soit ¥, il faut donc avoir r = n = p.
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65.3 Matrices hautes

Soit une matrice A € M(K,m,n) strictement haute (m > n). Un inverse a droite R vérifiant
A - B = I ne peut pas exister, car sinon il suffirait de prendre x = B - y pour avoir :

A.x:A.By:[-y:y

Le systéme A -z = y admettrait toujours au moins une solution, ce qui contredit les résultats
précédents.

65.4 Matrices longues

Soit une matrice A € M(K, m,n) strictement longue (n > m). Un inverse & gauche B vérifiant
B - A = I ne peut pas exister, car sinon on aurait :

(B-A*=A* B =I"=1

La matrice B* serait donc un inverse a droite de la matrice A*. Or, A* est de taille (n,m),
donc strictement haute, et ne peut pas admettre d’inverse a droite. On en conclut qu’une matrice
strictement longue ne peut pas admettre d’inverse a gauche.

65.5 Matrices carrées

Supposons que m = n et considérons deux matrices carrées A, B € M(K, n,n) telles que :

A-B=1
Il existe au moins une solution du systéme A - x = y quel que soit y, car il suffit de prendre
x =B -y pour avoir A-x = A-B -y =y. On a donc forcément » = m < n. Mais comme m = n,
cette solution est unique. On en déduit que 'application linéaire associée & A est inversible, donc A
aussi et :
A (B-AYHY=1I-1=0
En multipliant & gauche par A~!, il vient simplement B — A~ = 0, c’est-a-dire B = A~!. On a

donc également :

B-A=A"1-A=1
65.6 Complément de Schur

ol h]-le]

ou A, B,C, D, F,G et x,y sont respectivement des matrices et des vecteurs matriciels de tailles
compatibles. On a :

Soit le systéme suivant :

A-x+B-y=F
C-z+D-y=G

Si A est carrée et inversible, la premiére relation nous permet d’éliminer z :

r=A"1"F-A1'B.y
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On substitue alors dans la seconde relation, et on obtient :

C-AYF-C-A'YB.y+D -y=G
En plagant y en évidence, on obtient :
(D-C-A'"B)y=G-C-A"F
Sous réserve d’inversibilité, il ne nous reste alors plus qu’a résoudre par rapport a y :
y=(D-C-A'. B (G-C-A"F)
qui nous donne ensuite :

2=A' F-B-(D-C- A B (G-C-A" F)

Si A est facilement inversible, et si D — C - A7™! - B est de taille réduite comparativement a la
taille de A, il peut étre avantageux de résoudre le systéme global en (x,y) de cette fagon.
65.7 Dimension

Soit un espace vectoriel E sur K possédant deux bases (e, eg, ..., €,) et (fi1, fa, ..., fm). Comme les
fi € E,ona:

n
fi: E Ak, * €k
k=1

pour certains a;; € K. Comme les e, € E, on a également :

€ = Zbkj f
j=1

pour certains b;; € K. On en conclut que :

fz':zzaik'bkj'fj

j=1 k=1

Par indépendance linéaire des f;, on doit donc avoir :

m
E ik, - by = 0i;
k=1

Si nous introduisons les matrices A € M(K, m,n) et B € M(K,n,m) de composantes a;; et b;;
respectivement, on a donc A - B = I,,,. La matrice A admettant un inverse a droite, elle ne peut pas
étre strictement haute et on a m < n. Mais on a aussi :

n m
€r = E E bij « aji - €

k=1 j=1

d’ou 'on conclut que B - A = I,,. La matrice A admettant un inverse & gauche, elle ne peut pas
étre strictement longue et on a également n < m. On conclut de ces deux inégalités que m = n. Si
on posséde une base de E' comptant n vecteurs, on peut-étre stir que toute autre base de £ comptera
également n vecteurs. On dit que m = n est la dimension de E et on le note :

dimFE =n
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Corollaire

La base canonique de K" comptant n éléments, on en déduit que K" est de dimension n.

65.8 Indépendance linéaire

Soit un espace vectoriel £ de dimension m et une suite de vecteurs linéairement indépendants
(ug,...,u,) de E. Si (eq,...,e,) est une base de E, on peut trouver des coordonnées ay; € K telles
que :

m
U; = E Qg * €k
k=1

Pour tout w € E, on sait aussi que I'on peut trouver des coordonnées y, € K telles que :

m
w = E Yk * €k
k=1

Nous allons & présent examiner si on peut également trouver des coordonnées x; € K de w par
rapport aux u; :

L’indépendance linéaire des e; implique alors que :

n
Yk = Z ki~ T
i=1
Utilisant les vecteurs matriciels associés © = [z1 ... z,]* et y = [y1 ... ym]* ainsi que la matrice
A = (agi)k,; de taille (m,n), on se retrouve avec le systéme :

y=A-x

Soit 7 le rang de A. On sait déja que r < min{m,n}. Examinons les différents cas :

— Si on avait r < n, on pourrait trouver un y tel qu’il existe une infinité de solution en z, ce
qui contredit 'unicité des coordonnées de w par rapport a la suite de vecteurs linéairement
indépendant (uq, ..., u,). On doit donc avoir r = n < m.

— Dans le cas ol r = n < m, on peut trouver un y tel que la solution n’existe pas : la suite de
u; ne forme donc pas une base de E.

— Dans le cas ot 7 = n = m, il existe toujours une unique solution, la suite des u; forme alors
une base de FE. Il suffit donc de trouver une suite de m vecteurs indépendants dans un espace
de dimension m pour former une base de cet espace.
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Matrices unitaires

66.1 Conservation du produit scalaire

Les matrices unitaires sont une généralisation des rotations. Or, la propriété essentielle d’une
rotation est qu’elle conserve les distances. Comme les distances usuelles découlent des normes usuelles,
elles-mémes dérivées du produit scalaire, on impose que ce soit le produit scalaire qui soit conservé.
On veut donc que :

U-x|U-y)y=a"-U"-U-y=(x|y)=2"y

pour toute matrice unitaire U de taille (m,n) et tout x,y € K". Comme cette relation doit étre
valable pour tout z,y, elle doit I’étre pour les vecteurs de la base canonique :

compU =¢-U"-U-¢;=¢; ¢; =0
ij

On en conclut que :
Uu--u=1

Si cette condition est vérifiée, on dit que U est une matrice unitaire.

Norme

La conservation de la norme usuelle ||z|| = y/{(z | ) découle de celle du produit scalaire. Si U est
unitaire, on a donc |U - z|| = ||z||.

66.2 Matrices élémentaires unitaires

Soit la matrice élémentaire :

U = Elem(a,u,u) =1 +a-u-u”

ou a € R. Si on veut que U soit unitaire, il faut que :
I=U"U = (I+a-u-vu)- (I+a-u-u)
= I+[2-a+a® (v -u) -u-u
Il suffit donc que « vérifie la condition :
2-a+a’ (uu)=a-2+a-(uF-u)]=0
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Si on choisit & = 0, on a U = I qui est bien une matrice unitaire. Dans le cas ot a # 0, on doit
avoir :
2+a-(u-u)=0
Si u est un vecteur non nul, on aura bien str u* - u > 0. Il suffit alors de prendre :

2

u* - U

a=—
On se retrouve donc avec des matrices élémentaires unitaires du type :

2
U=1- XTRETM

u* - u

On les note :

2
Unitaire(u) = I — -t
ur - u

66.2.1 Propriétés

On a donc U* - U = I. Comme U est carrée, on a également U~! = U*. On voit également que :

2

u*-u

U =1-

cu-ut=U

On en conclut que U~! = U.

66.3 Matrices de Householder

Soit deux vecteurs z,y € K". On aimerait bien trouver une matrice élémentaire unitaire U telle
que U - x =~ y. Par analogie avec les matrices de transformation élémentaire, on pose u = x — y et
U = Unitaire(u). On a alors :

2u*-x

U-z = z—

- U
u* - u

(wu) -z —2wx) x+2u-z)-y
u* - u*

(- u*—2u*x) o+ 2u-x) -y
ur - u*

Développons le coefficient de x :

wut —2ux= (" x—a" y—y x+y oy — (20" x—2y" - x)

Comme il s’agit d’'une transformation unitaire, il est logique de demander que le produit scalaire
soit conservé. On a donc x* - x = y* - . Si on impose de plus que x* - y soit réel, on a :

¥ y=conj(z*-y)=y"-x
et :
uweut —=2ut =22 r —2y" ) — (22" x — 2y -x) =0

On a alors :
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U-x=7-y
ou :
2u* - x
v =— *EC
u* - u

Le vecteur U - z est donc identique a y a un scalaire prés.

Base canonique

Un cas particulier intéressant est celui ot y est proportionnel au ¢ vecteur de la base canonique :

y=o-g

avec a € C. Si x; = comp; z, on a alors :

Yy or=a-
— Six; =0,onay* -z =0 € R. I suffit alors de choisir a pour que le produit scalaire soit
conserve :
* 2 *
y . y = |a| =T -XT

On peut donc prendre :

a=+vVzr-xreR

— Considérons a présent le cas ot x; # 0. Si on prend @ = A - x; ot A € R est quelconque, on a :

Voo =ATox =\ eR
Comme on exige que la norme soit conservée, il faut de plus que :

y*-y=>\2-|xi\2:$*~w

: . 2
On doit donc avoir A\? = z* - 2/ |x;|” et :
e

Oé:)\'ZL’i: Q‘I‘Z’
|4

I1 ne nous reste alors plus qu’a poser u = z — « - ¢; et U = Unitaire(u) pour obtenir :
U-x= v-¢

pour un certain vy € C.

66.4 Décomposition de Householder

Soit une matrice A de taille (m,n) et le partitionnement en colonnes :

A=z a9 ... 1]

Soit H; la matrice de Householder qui permet de transformer x en v - ¢;, pour un certain v; € C.
On a alors :

. 71
HI'A_ |: 0 A(n—l):|
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On peut répéter le méme processus avec A™1) et la matrice de Householder H™ ) correspon-

dante. Si on pose alors :
1 0 L 0
2 = {() f{“**>} ::[ 0 }{W—l>]

il vient :
Y- .-
HQ'HI'A: 0 Y2
0 0 H®?

On peut répéter le processus p = min{m, n} fois en utilisant a 'étape k + 1 :

1 0
Hy1 = { (f 17 (n—k) }

Posons :

H=H,- .. H

Sim < n, on obtient a la fin du processus :

g
H-A=R=|0 . ..,
0 0 vm
Si m = n, on obtient a la fin du processus :
o -
Sim > n, on obtient a la fin du processus :
o -
H . A — R — O . P
0 0 Ym
| 00 0 |

On voit que dans tous les cas la matrice R est triangulaire supérieure. Posons :

Q=H'=H, .. -H,=H*

On a alors la décomposition :

A=Q R

ol () est une matrice unitaire et R une matrice triangulaire supérieure. On note cette décompo-
sition :

(@, R) = Householder(A)



Sixiéme partie

Intégrales
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Chapitre 67

Mesures

67.1 Dépendances

— Chapitre 77 : Les ensembles
— Chapitre 7?7 : Les ordres et extréma
— Chapitre 7?7 : Les fonctions

67.2 Introduction

L’objectif des mesures est de « mesurer » des ensembles, ou plutét des sous-ensembles d’un
ensemble donné. Soit I'ensemble €2 et une tribu de sous-ensembles 7 C B(£2). Une mesure sur T est
une fonction p : 7 +— R associant une valeur réelle & chaque ensemble de la tribu. On demande que
cette mesure soit positive :

n(A) =0

pour tout A € T. Il semble également logique que la mesure d’un ensemble vide soit nulle :

(@) =0
Pour toute suite discréte (finie ou infinie) {A;, As, ...} € T d’ensembles disjoints deux & deux, on
a:
pour tout (7, j) tels que i # j. On exige dans ce cas que la mesure vérifie la propriété d’additivité :
o(Ua) =
Inclusion

Soit A,B € T avec A C B. Comme C' = B\ A et A vérifient CUA=Bet CNA=0,ona:

p(B) = p(C) + p(A) = p(A)

La mesure d’un ensemble « plus petit » au sens de I'inclusion est donc plus petite :

1(A) < u(B)
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Union
Soit A,B € T.Comme AUB=(A\B)UBet (A\B)NB=10,ona:
W(AUB) = u(A\ B) + u(B)

Comme A\ B C A, on a aussi (A \ B) < p(A). On en déduit que :

n(AU B) < p(A) + pu(B)

On peut en conclure par récurrence que :

()i

s

Puis, par passage a la limite :

Appellation

On dit qu'un ensemble A est mesurable (pour u) si A € 7. Dans la suite, nous considérons une
mesure 1 : 7 — R et un ensemble mesurable A € T.

67.3 Lebesgue

La mesure de Lebesgue puy, est définie sur la tribu 7 engendrée par les ensembles ouverts de R.
Elle exprime simplement la longueur d’un intervalle. Pour tout :

Ie{lab], la,b, ]a,b],a,b] }

on a simplement :

pr(l)=b—a

Soit J I'ensemble des collections au plus dénombrables d’intervalles ouverts disjoints. Pour tout
A € T, on définit :

1nf{Z,uL )L, : nENCN}EJ,ACU }

neN neN
et :
—sup{z,uL :{I,:n €N CN} €, UI CA}
neN neN
Sic

pi(A) = p(A)

on dit que I’ensemble A est mesurable au sens de Lebesgue et on définit :

pr(A) = pi(A) = p¥(A)
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67.3.1 Mesure nulle

Pour tout ensemble N inclus dans un ensemble A € 7 de mesure nulle :

on définit :

67.3.2 Singleton

On voit que les ensembles de la forme {a} = [a, a] sont de mesure nulle :

pr(fat) =a—a=0

On en conclut que pour toute suite discréte de réels aq, as, ..., on a :

pr({ar, ag, .. }) = ZML({%’}) =0

On a aussi :

b_a:,UL([a:b]) = NL([aab]\{alaa%'“})+,UL({al>a27'“})
ML([a’b]\{alva27'“})+O

et donc :

pr(la, b\ {a1,as,...}) =b—a

67.4 Mesure de Stieltjes

On associe a toute fonction croissante g : R — R une mesure de Stieltjes 4. Pour tout :

Ie{lab], la,b, ]a,b],[a,b] }

on définit :

pg(I) = g(b) — g(a)

Soit J l'ensemble des collections au plus dénombrables d’intervalles ouverts disjoints. Pour tout

A € T, on définit :

11g(A) :inf{zm([n):{[n:neNgN}efj, Ac In}

nenN neN

67.4.1 Mesure nulle

Pour tout ensemble N inclus dans un ensemble A € T de mesure nulle :

on définit :
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67.5 Dirac

La mesure de Dirac u$, en a est définie sur P(Q2). Il s’agit d’une mesure permettant de détecter
siun A C Q2 donné contient a. Elle est donc basée sur les fonctions indicatrices :

1 sia€eA
0 sia¢gA

67.6 Mesure produit
Soit les tribus 77 et 75 et la tribu produit :

P={AxB:A€T, BeT:}

A partir de mesures i : 71 — R et v : Ty — R, on peut construire une mesure produit p ® v :
P — R par :

(h®@v)(Ax B) = u(A) - v(B)

Dimension n
On généralise la mesure de Lebesgue sur R™ par :

n

pr(Jar, bi[ X Jaz, ba[ . x Jan, ba[ ) = [ [ (b — a:)

=1

et 'extension a la tribu engendrée par les ouverts de R” au moyen des supremum et infimum.

67.7 Fonction mesurable

On dit qu'une fonction f : A — R est mesurable (au sens de la tribu 7)) si la relation f~! vérifie
fYa,4+o0]) € T et f71(] — o0,a[) € T pour tout a € R. On a donc :

{reA: flx) >a}eT
{reA: fzx) <aleT

Corollaires
On a:
{zeA: fx)>a}=A\{z € A: f(x) < a} T
{reA: fla)<a}=A\{z € A: f(x) > a}eT
et :

{reA: flx)y=a}={xcA: f(z)>a}nN{xeA: f(z)<a}eT

Les mesures de tous ces ensembles sont donc bien définies pour tout a € R.
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67.8 Opposé d’une fonction mesurable

Soit une fonction mesurable f: A+ R. On a :

{red:—f(x) >a={ze€A: f(z) < —a}eT
{reA:—f(x) <a}={xe€A: f(zx) > —a}eT

On en déduit que la fonction opposée — f est mesurable.

67.9 Fonctions extrema
Soit la suite {f,, : n € N} de fonctions mesurables. Posons :

S =sup{f,:n €N}
I =inf{f,:n e N}

Ona:
{reA:Sx) > a}=([freA: fulz) > aleT
{reA:S@k) < a}:ﬁ{xeA;fn(x) <a}eT

On en conclut que sup,, f, est mesurable. Syrnnétriquement, ona:
{reA:l()>a}=(frecA: fulz) > a}eT
{reA: @) < a}:O{xeA:fn(x) <a}eT

On en conclut que inf,, f,, est mesurable.
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Chapitre 68

Essentialité

Dépendances

— Chapitre 71 : Les mesures

68.1 Introduction

Soit la mesure p @ 7 — R et I'ensemble A € 7. On a envie de dire que tout sous-ensemble de
mesure nulle de A est « négligeable ». L’essentiel de 'information demeurera donc si on s’abstrait
d’un quelconque ensemble N C A vérifiant N € T et u(N) = 0. Le résultat de cette abstraction, soit
A\ N, est appelé sous-ensemble essentiel de A. On note :

C(A) ={A\N:NCA NeT, uN)=0}

I’ensemble des sous-ensembles essentiels de A.

68.2 Ensembles de mesure nulle

Inclusion
Soit A, B € T avec A C B et u(B) =0. On a alors :
0 < u(4) < u(B) =0
On en déduit que :

u(A) =0

Un ensemble inclus dans un ensemble de mesure nulle est également de mesure nulle.

Union

Soit A, B € T avec u(A) = u(B) = 0. On a alors :

0<pu(AUB) <pu(A)+u(B)=0+0=0
On en déduit que :

w(AUB) =0

De méme, la mesure d’une union d’une suite finie d’ensembles de mesure nulle est de mesure
nulle :
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(01)-

On a le méme résultat pour les suites infinies :

(U

68.3 Mesure d’un sous-ensemble essentiel

Soit £ € €(A). On peut alors trouver Z € T tel que Z C A, E = A\ Z et vérifiant pu(Z) = 0.
Comme les ensembles E et Z sont disjoints et d’union égale & A, on a :

w(A) = p(E) + (Z2) = p(E) + 0 = p(E)

On a donc :

pour tout sous-ensemble essentiel £ € E(A).

68.4 Convergence de la mesure

Soit une suite d’ensembles {A4,, € T : n € N} telle que A,, C A,, pour tout naturels m, n vérifiant
m < n. Posons :

A:LL%GT

neN

Considérons la suite d’ensemble {D,, C A : n € N} définie par :

DO - AO
D = An\An—l

3

pour tout n > 1. Comme A,_1,D, C A,, on a A, = A,_1 UD,. Nous allons montrer par
récurrence que :

A= D
k=0
On sait que c’est vrai pour n = 0. Supposons que ce soit vrai pour n — 1. On a :
n—1 n
Ay =D,UA, 1 =D,U| Dy =] Ds
k=0 k=0

Si x appartient & au moins un des A, il appartient & au moins un des Dy pour 0 < k < n, et
inversément. On en déduit que :

A=JA. =] D

neN keN
Soit les naturels 7, j avec i # j. Soit m = max{7,j} et n = min{s, j}. Si D; = 0 ousi D; =0, on
a forcément D; N D; = (0. Sinon, soit x € D,,. On a alors x € A,, et ¢ A,,_;. Comme i # j, on a
m—1>net A, CA,_1. On en déduit que :
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ﬂ?¢ Aﬂ:: (j-L% gdAm—l

k=0

En particulier,  ne peut pas appartenir & D,,. On en conclut que D; N D; = D,, N D,, = (). Les
propriétés de la mesure nous disent alors que :

u(An) =D i(Dy)
et que : !

p(A) = 37 p(Dy)

neN

Par définition de la somme infinie sur N, on a :

> n(Dn) = lim Y u(Dy)

neN
et donc :

lim :UJ(An) = N(A)

n—00

68.5 Convergence étendue

Soit une suite d’ensembles {A,, € T : n € N} telle que, pour tout n € N, on puisse trouver un
sous-ensemble essentiel F,, C A, vérifiant E, C A, 1. Posons :

A:UAneT

neN

Pour tout n € N, on peut donc trouver un Z,, C A, vérifiant u(Z,) =0et E, = A, \ Z, C Apy1.
Notons Z l'union de ces ensembles :

Z:UZn

neN

et analysons le comportement des C,, = A,, \ Z. Notons C' 'union de ces ensembles. On a :

c=JG=JAa\z2=4\Z2

neN neN

Supposons que z € C,. On a alors x € A, et x ¢ Z,,, dou = € A, ;. Comme x ¢ Z, on a aussi
r € Apy1 \ Z = Cphi1. On en conclut que C,, € C,,1;. La récurrence :

COQCIQCQQC;gg

nous montre alors que C,, C C), pour tout m,n € N vérifiant m < n. La mesure converge par
conséquent vers la mesure de 'union :

Tim p(C) = p(C) = p(A\ Z)

Mais comme C' est un sous-ensemble essentiel de A, on a p(C) = u(A). Pour la méme raison, on
a 1(Cp) = p(A,). On a donc finalement :

lim 1(A,) = p(4)

n—o0
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68.6 Ordre faible

Infériorité essentielle

Soit deux fonctions f, g : A — R telles que f — g soit mesurable. On dit que f est essentiellement
inférieure & g, et on le note :

Y
si on peut trouver un sous-ensemble essentiel S de A tel que f(z) < g(x) en tout point x € S.
On a donc :

p{z e A f(x) > g(x)}) =0

Supériorité essentielle

Soit deux fonctions f, g : A — R telles que f — g soit mesurable. On dit que f est essentiellement
supérieure a g, et on le note :

fzg
si on peut trouver un sous-ensemble essentiel S de A tel que f(x) > g(z) en tout point x € S.
On a donc :

p{r e A: f(z) < g(z)}) =0
Validité
La définition de f < g revient a imposer que :

p({z e A: flx) —g(x) > 0}) =0
La définition de f 2 ¢ revient a imposer que :

pfz e A: fr) —g(x) < 0}) =0

Comme f — g est mesurable, ces notions sont correctement définies.

68.7 Transitivité

Soit les fonctions f,g,h: A — R telles que :

Si on pose :

Z={veA: f(z) > g(x)}
N={zeA:g(x) > h(z)}
on a pu(Z) = u(N) = 0. Comme une union finie d’ensembles de mesure nulle est de mesure nulle,
ona pu(NUZ)=0.Pour tout A\ (NUZ), on a f(z) < g(x) et g(r) < h(x). On en déduit que
f(z) < h(zx). Notre f est donc inférieure a h sur A sauf sur I’ensemble de mesure nulle N U Z. On
en conclut que la fonction étagée f est essentiellement inférieure a h :

fSh
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68.8 Conservation sous ’addition

Supposons que [ < g et que u < v. Les ensembles :

Z={veA: f(x) > g(z)}
N={zeA:u(z) > v(z)}

sont de mesure nulle. Leur union est donc également de mesure nulle et on a bien entendu
f(z) +u(z) < g(x) +v(x)sur A\ (Z U N) c’est-a-dire sur une sous-ensemble essentiel de A. On en
conclut que :

fru<g+vw

68.9 Conservation sous la soustraction

Supposons que f < g et que u 2 v. Les ensembles :

Z={xeA: f(x) > g(x)}
N={zxe A:u(x) < v(z)}

sont de mesure nulle. Leur union est donc également de mesure nulle et on a bien entendu
f(z) —u(z) < g(xr) —v(z) sur A\ (Z U N) c’est-a-dire sur une sous-ensemble essentiel de A. On en
conclut que :

f-uSlg—v

68.10 Fonctions max et min

Max

Supposons que f,g < h. Les ensembles :
Z={zxe€A: f(x) > h(z)}
N={xeA:g(x) > h(z)}

sont de mesure nulle. Leur union est donc également de mesure nulle et on a bien entendu
max{ f(z),g(x)} < h(z) sur A\ (Z U N) c’est-a-dire sur une sous-ensemble essentiel de A. On en
conclut que :

max{f, g} Sh

Min
Supposons que f,g = h. Les ensembles :
Z={zeA: f(x) < h(x)}
N={zeA:g(x) < h(z)}

sont de mesure nulle. Leur union est donc également de mesure nulle et on a bien entendu
min{ f(z),g(x)} > h(z) sur A\ (Z U N) c’est-a-dire sur une sous-ensemble essentiel de A. On en
conclut que :

min{ f,g} 2 h
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68.11 Egalité

On dit que f est essentiellement égale & g, et on le note :

f=g
si et seulement si f < g et f 2 g. Les ensembles :
Z={reA: f(z) < g(x)}
N={reA: f(z) > g(x)}
sont alors de mesure nulle. Donc, ’ensemble :
D={xecA: f(z)#g(x)}=ZUN

est également de mesure nulle.



Chapitre 69

Extrema essentiels

Dépendances

— Chapitre 71 : Les mesures

69.1 Bornes

Soit la fonction mesurable f : A — R.

Supérieure

On dit que f est essentiellement inférieure au réel o € R, et on le note :

fSo

si on peut trouver un sous-ensemble essentiel S de A tel que f(z) < o en tout point z € S. On a
donc :

p{zeA: f(x) > 0}) =0

On dit aussi que f est essentiellement majorée par o.

Inférieure

On dit que f est essentiellement supérieure au réel A € R, et on le note :

fZA

si on peut trouver un sous-ensemble essentiel S de A tel que f(z) > A en tout point x € S. On a
donc :

p{z e A: f(z) < A} =0

On dit aussi que f est essentiellement minorée par A.

69.2 Extrema essentiels

Soit une fonction mesurable f : A — R. Pour tout ¢ € R, notons :
U(o)={z e A: f(x) > o}
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Comme on ne se soucie pas des ensembles de mesure nulle, on peut choisir (si elle existe) une
borne supérieure o € R telle que f < o, ce qui revient & imposer que u(¥ (o)) = 0. Notons :

O={ceR:fSo}={ceR:u(¥(o)) =0}

La finalité des bornes étant d’encadrer au plus prés un ensemble, nous considérons 'infimum (s'il
existe) des réels o possédant cette propriété, et nous 'appelons supremum essentiel :

ess sup f(z) = inf ©
€A

Symeétriquement, on note :

F'A)={zeA: f(x) < A}
pour tout A € R et :
A={reR:f2A}={ eR:puIN) =0}
Si le supremum de A existe, on définit alors 'infimum essentiel par :
esmse}qnff(:c) =supA
Nous disposons donc des bornes :

esssup f(z) =inf{oc e R: f < o}
x€A

ess iAnff(x) =sup{AeR: f > \}
TE

Notation

On note aussi :

ess sup{f(z) : x € A} = ess sup f(z)
x€A

ess inf{f(x):z € A} = essvsei‘nff(x)

Au besoin, la mesure p utilisée est indiquée par :

ess'sup f(x)
€A

m
ess inf f(x)

T€EA

69.3 Existence et estimation

Supremum essentiel

Supposons que f soit essentiellement inférieure (sur A) a un certain o € R et que f soit essen-
tiellement supérieure & un certain A € R sur un ensemble L C A de mesure strictement positive. On
a o € 0 # (. Pour tout a € R tel que a > o, on a ¥(a) C V(o). Comme pu(¥(o)) = 0, 'ensemble
V() est inclus dans un ensemble de mesure nulle. Il est donc lui-méme de mesure nulle et a € ©.
On en conclut que :

[0, +00[ C O
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pour tout o € ©. Comme f est essentiellement supérieure & A sur L, on peut trouver un ensemble
de mesure nulle Z C L tel que :

L\Z={xeL: f(x)> A}
Comme L \ Z est un sous-ensemble essentiel de L, on a pu(L\ Z) = p(L) > 0. Posons :

C={zreA: f(x) >}
Comme L € A;ona L\Z C CetpuC)>pulL\Z) >0.So0it f € R vérifiant 5 < A. La
condition f(x) > A implique que f(z) > (. On en déduit que :
CC{reA: f(z) > p}=V(p)
On a alors u(W¥(g)) > u(C) > 0, ce qui implique que 5 ne peut pas appartenir & ©. Tous les
éléments 0 € © vérifient donc 8 > X et :
© C [\, +oo]

Comme A\ < O, I'’ensemble de réels © est non vide et minoré. Il admet donc un infimum :

ess sup f(z) = inf ©
€A

On se rappelle que l'inclusion X C Y implique que inf X > inf Y. Comme A\ = inf[A, +00[ et
o = inf[o, +00], les inclusions :
[0, +00] C O C [\, +00]

nous montrent que :

A<esssup f(z) <o
TEA

Infimum essentiel

Supposons que f soit essentiellement supérieure (sur A) a un certain A € R et que f soit essen-
tiellement inférieure & un certain ¢ € R sur un ensemble S C A de mesure strictement positive. On
a €A #(. Pour tout @ € R tel que a < A\, on a I'(«) C I'(A). Comme p(I'(N)) = 0, 'ensemble
I'(e) est inclus dans un ensemble de mesure nulle. Il est donc lui-méme de mesure nulle et o € A.
On en conclut que :

| — o0, \] CA

pour tout A € A. Comme f est essentiellement inférieure a o sur S, on peut trouver un ensemble
de mesure nulle Z C S tel que :

S\Z={z€S: f(z) <o}
Comme S\ Z est un sous-ensemble essentiel de S, on a u(S\ Z) = p(S) > 0. Posons :

C={zxecA: f(x) <o}

Comme S C A,ona S\ Z C CetpuC)>uS\Z) > 0. Soit § € R vérifiant § > 0. La
condition f(x) < o implique que f(z) < . On en déduit que :

CCl{zeA:fz) < B}=T(p)
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On a alors p(I'(8)) > u(C) > 0, ce qui implique que S ne peut pas appartenir & A. Tous les
éléments v € A vérifient donc v < o et :

© C|—o0,0]

Comme o > A, I'ensemble de réels non vide A est majoré. Il admet donc un supremum :

esxseknff(x) =supA

On se rappelle que I'inclusion X C Y implique que sup X < supY. Comme A = sup | — 0o, A] et
o =sup | — 00, 0], les inclusions :

| —00,\] €OC|—o00,0]

nous montrent que :

< ] <
A< esxsehnff(:c) <o

69.4 Intersection

Supposons que A soit de mesure strictement positive et que © N A # ). Pour tout a € R, posons :

(1]

(a)={z€A: f(z)=a}
et :

T(a) ={z € A: f(z) #a}
Il est clair que :
A=E(a)UT(c)
Comme imposer la différence revient & imposer soit la supériorité soit 'infériorité stricte, on a :
T(a) = V(o) U'()

Soit & présent a € O N'A. Comme p(V(a)) = pu(I'()) = 0, leur union est également de mesure
nulle :

u(T(ar)) =0
Si 'intersection ©® N A n’est pas vide, la fonction f est donc essentiellement constante sur A et

E(a) = A\ T(«) est un sous-ensemble essentiel de A. On a donc p(=(a)) = u(A) > 0. Soit & présent
B € R et supposons que 3 # . Si f(x) =, on a forcément f(x) # «, donc :

=S(B)={r € A: f(x) = F} Clr € A: f(x) #a)
L’ensemble =(f) étant inclus dans un ensemble de mesure nulle, on doit avoir u(=(5)) = 0.

Comme p(Z(a)) > 0 pour tout @« € © N A, § ne peut pas appartenir & © N A. On en conclut que
I'intersection vérifie soit :

ONA=0

soit :

ONA={a}

pour un certain o € R.
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Extrema

Supposons que f soit essentiellement inférieure & o et essentiellement supérieure & A sur A qui
est de mesure strictement positive. On en déduit que les supremum et infimum essentiels existent :

S =esssup{f(z):z € A}
I =essinf{f(z):x € A}

et que A < {S,I} < 0. Supposons que S < [ et posons 6 =1 —S > 0. Soit le réel strictement
positif € = §/4. Comme I'infimum est dans ’adhérence, on peut trouver un a € O tel que | — S| < ¢,
d’out o < S + €. On a alors :

[a, +00[ C O

Comme le supremum est dans 'adhérence, on peut trouver un 5 € A tel que |I — 3] < ¢, d’ou
B >1—¢€ On aalors :

On voit que :
o
5'+'6 = S'+'Z
4] 30
[— = _—— = _—
€ S+0 1 S+4

On a donc :

a<S+e< I—e<p
et « < B.On a aussi :

[, f] =] — 00, B] N [ar, +o0[ CONA

Donc o, € © N A avec o # [ ce qui impossible. Notre hypothése est donc fausse et I < S|
c’est-a-dire :

ess inf f(z) < ess sup f(x)
zeA €A

69.5 Ordre

Soit les fonctions f,g: A — R telles que f < g.

Supremum essentiel

On a bien entendu :

f <93 esssupg(x)
z€A
On en déduit que :

ess sup f(z) < ess sup g(x)
z€A €A
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Infimum essentiel

On a bien entendu :

i < <
ess inf f () SfSg

On en déduit que :

: < ons |
esxsehnff(x) < esxsehnfg(x)

69.6 Addition

Soit les fonctions f,g: A — R.

Supremum essentiel
On sait que :
f<So=esssup{f(x):z e A}
g ST =esssup{g(z):z € A}

On a donc :

frgSo+7

On en conclut que :

ess sup[f(z) + g(x)] < ess sup f(x) + ess sup g(x)
z€A €A €A

Infimum essentiel
On sait que :
fZA=essinf{f(z):z e A}
g2y =essinf{g(x):x € A}

On a donc :

fHg2 A+7y

On en conclut que :

ess iAnf[f(x) +g(z)] > esaf,eilnff(x) + es;eéqnfg(a:)

e



Chapitre 70

Fonctions étagées

Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les fonctions
— Chapitre 71 : Les mesures

70.1 Définition

Soit la mesure p : 7 +— R, 'ensemble ® € T et A € T vérifiant A C ®. On dit que la fonction
w: ® — R est étagée sur A si on peut trouver une collection finie {A;, ..., 4,} € T formant une
partition de A et des réels w; € R tels que :

w(z) = Zwi -04,(x)

pour tout z € A. On note Etagee(A) I'ensemble des fonctions étagées sur A.

70.2 Mesurabilité
Soit a € R. Comme :
{reA:w(x) > a} = U{A’ cie{l,...,n}, w; > a}
et que I'union s’opére sur un nombre fini d’ensembles, on a :
{reA:wx) >aleT
On a aussi :
{reA:w(x) < a} = U{AZ cie{l,...,n}, w; < al €T

Les fonctions étagées sont mesurables.

70.3 Multiplication par une fonction indicatrice
Soit BC A.On a :

405
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w(z) - dp(z) = Z w; - 04,(x) - 85(x)

— Zwl 8[A; N B](z)

Soit B; = A; N B. La fonction u = w - d g peut se définir par :

u(z) =w(x) - dp(x) = E w; - 0, ()
i=1
pour tout x € A. Si ¢ # j, on a:

L’union des B; nous donne :
UB UAmB Bn|JAi=BnA=B

On en conclut que les ensembles B; forment une partition de B. La fonction u est donc une
fonction étagée sur B. Comme u est nulle sur A\ B, on a méme :

u=0-8[A\B]+ ) wi-dp
i=1
ce qui montre que u est une fonction étagée sur (A\ B)U B = A.

70.4 Essentialité

Bornes

Soit 'ensemble M rassemblant les indices correspondant aux ensembles de mesure non nulle :

M={ie{l,...n}:u(4;) > 0}

et I’ensemble N rassemblant les indices correspondant aux ensembles de mesure nulle :

N={ie{l,..,n}:pA;) =0}
Par positivité de la mesure, on a clairement M U N = {1,...,n}. Comme 'union d’ensembles de
mesure nulle est également de mesure nulle, I’ensemble :

iEN
vérifie u(Z) = 0. L’ensemble :
Az=A\J4A=]A4

iEN eM
est donc un sous-ensemble essentiel de A. Comme :

minw; < w(z) € {w; : i € M} < maxw;
i€ M ieM

pour tout z € A\ Z, on a :

min{w; :i € M} < w < max{w; :i € M}
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Extrema
Soit :
a = argmaxw; € M
ieM
b =argminw; € M
ieM
On a alors :

o =w, = max{w; : i € M}
A =wg =min{w,; : i € M}
Comme w < g, on doit avoir :
ess supw(z) < o
z€A
Mais on a aussi w = w,, = o sur A,, et a fortiori w > o sur A,, avec u(A,) > 0, ce qui implique :

ess supw(z) > o
€A

Ces deux inégalités nous imposent que :

ess supw(x) = o
z€A

Comme w 2 A\, on a :

~Y

ess inf w(x) > A
x€A

Mais on a aussi w = wg = A sur Ag, et a fortiori w < A sur Ag, avec pu(Ag) > 0, ce qui implique :

ess infw(x) < A
z€A

Ces deux inégalités nous imposent que :

ess inf w(x) = A
€A

Les extrema essentiels d’une fonction étagée existent toujours et sont trés simples a évaluer :

ess supw(x) = max{w; : i € {1,...,n}, p(4;) > 0}
z€A

ess Lnfw(:c) =min{w; : i € {1,...,n}, p(4;) > 0}
e

70.5 Intégrale d’une mesure

L’intégrale d’une mesure 1 : 7 — R sur A € T est simplement la mesure de A :
[ duta) = i)

70.6 Intégrale d’une constante

On étend la définition aux constantes ¢ € R par linéarité :

/Acdmx):c-//{dmx):c-um)
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Fonction nulle

La fonction nulle peut étre considérée comme la constante 0. On a donc :

/AOdu(:E):O-/Adu(x):O

70.7 Intégrale d’une fonction étagée

Soit un ensemble A et une fonction w € Etagee(A). On peut trouver des w; € R et des A; € T
formant une partition de A et tels que :

w(z) = Zwi -04,(x)

pour tout x € A. On étend la définition de 'intégrale en imposant la linéarité :

[ wta) dute) = Z [ o) auto

La fonction étagée w étant constante et valant w; sur chaque A;, on a :

/ () dufz) = / e due) = - p(A)

et finalement :

/Aw(x) du(z) = Zwi - u(Ag)

70.8 Unicité

Nous allons vérifier que, pour une fonction étagée w donnée, 'intégrale ainsi définie ne dépend
pas de la partition utilisée. Soit les collections finies d’ensembles A; € T et B; € T telles que
{A1, Ay, ..., A} et { By, B, ..., B, } forment deux partitions de A et telles que I'on puisse trouver des
a;,b; € R vérifiant :

m

w(z) =) a;-8[A](x) = Z b; - 8[By](x)

i=1

pour tout x € A.

Intersection des partitions
Posons P = {1,....,m} x {1,...,n} et C;; = A; U B; € T pour tout (i,j) € P. Sii# kousij#l,
on a :
CijﬂCkl :AzﬂBjﬂAkﬂBlI (AlﬂAk)ﬂ(BjﬁBl) 20
On voit également que :

J

Uci=JainB)=4nJB =A4nA=4
J J

)

Ucii=JinB))=B;n JA;=AnB,; =B,
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Leur union globale sur les (i, j) s’écrit donc :

1, 7

Les C;; forment également une partition de A.
Nous savons que les C;; ne se chevauchent pas et que leur union sur j permet de reformer les A;.
De méme, leur union sur ¢ permet de reformer les B;. On en conclut que :

plA) = 3" u(Cy)

) = Y n(C)
- Z»

4] = > 8(C)

5(B;] = ié[%]

Expression alternative
Utilisant les propriétés des Cj;, la fonction w peut se réécrire comme suit :

w) = > ai-8[Cylx) = Y b;-8[Cyl(x)

(i,5)EP (i,7)EP

On en conclut que :

> (a;i—bj) - 8[Cyl(x) =0
(i,j)EP
Implication de 1’égalité
Soit un couple (i,j) € P tel que 8[Ci;] # 0, c’est-a-dire Cj; # 0. Soit € Cj;. Pour tout
(k,1) € P\ (i,7), on a Cy N Cj; = 0 et donc 8[Cly(z) = 0. La somme :

> (ax —b) - 8[Cu)(z) =0

(k)epP
se réduit donce a :
(ai = b;) - 6[Cij](x) = 0

On doit donc avoir a; — b; = 0, c’est-a-dire a; = b;. On pose :
F={(i,j) € P:Cj; # 0}

Intégrales
L’intégrale évaluée sur le découpage des A; s’écrit :
1= u(A) =3 aiul(Cy)
( (i,j)eP

Mais comme p(Cy;) = p(0) = 0 pour tout (i,5) € P\ F, on a finalement :



410 CHAPITRE 70. FONCTIONS ETAGEES

De méme, 'intégrale évaluée sur le découpage des B; s’écrit :

J =2 bi-u(By) = D b plCi) = D by p

(i,5)eP (i,)eF

Comme a; = b; pour tous les couples (4, j) € F', on en déduit que :

L’intégrale d’une fonction étagée ne dépend donc pas du choix de la partition utilisée.

70.9 Ordre

Soit les fonctions étagées u,v € Etagee(A) vérifiant v < v. Soit les partitions {Uy, ..., U, } et
{Vi, ..., Vi,} et les réels u;, v; tels que :

= Zuz -0y, (x)
x) = ZUJ -0, ()

pour tout x € A. Si W;; = U; NV}, on sait que :

Z“z' Wy
v(z) = Zvj - 6[Wi](x)

i,J

Posons P = {1,...,m} x {1,...,n} et :

M ={(i,j) € P: p(Wi;) > 0}

Considérons le choix (i,j) € P et x € W;;. Comme u est essentiellement inférieure & v, on doit
avoir u; < v; dés que p(W;;) > 0, c’est-a-dire lorsque (i, j) € M. Examinons & présent les intégrales.
Les mesures des W;; s’annulant pour tout (¢,j) € P\ M, on a :

[ @ =Sl = 3wy

(4,9)eM

et :

/A Z v w(Wy) = D vy n(Wi)

(4,79)eM

La propriété u; < v; étant vérifiée pour tout (i,j) € M, on en conclut que :

[ @) dute) < [ v(o) auta)

L’intégrale conserve 'ordre essentiel entre fonctions étagées.
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Signe

Comme la fonction constante 0 est un cas particulier de fonction étagée, I'intégrale d’'une fonction
étagée u essentiellement supérieure a zéro est positive. De méme, I'intégrale d’un fonction étagée v
essentiellement inférieure & zéro est négative.

Egalité

Soit deux fonctions étagées u, v essentiellement égales (u < v). On a u < v et 'intégrale de u est
inférieure a I'intégrale de v. Mais on a aussi u 2 v et 'intégrale de u est supérieure a I'intégrale de
v. On en conclut que :

[ @) duta) = [ vta) duto

A

70.10 Encadrement

Soit w € Etagee(A). Comme les constantes sont des cas particuliers de fonctions étagées et que
I'on a :

ess infw(x) S w < ess sup w(x)
zeA z€A

on en conclut en intégrant que :

p(A) - ess inf w(x) < /Aw(x) du(x) < p(A) - ess sup w(z)

€A €A

70.11 Propriétés extrémales

Soit w € Etagee(A). Si u est une fonction étagée vérifiant v < w, l'intégrale de u est inférieure
a 'intégrale de w. Par ailleurs, le choix u = w < w reproduit bien entendu l'intégrale de w. On en
conclut que :

/A w(z) du(z) = sup { /A w(z) dp(z) - u € Btagee(A), u < w}

On aboutit avec un raisonnement analogue & :

/Aw(x) dp(z) = inf {/Av(x) du(z) : v € Etagee(A), v > w}

70.12 Additivité

Soit les ensembles A et B disjoints :

ANB=10

et une fonction w € Etagee(A U B). On peut trouver des w; € R et des C; € T formant une
partition de AU B et tels que :

w(z) = Zwi ¢, (7)

pour tout x € A. On sait que les A; = C; N A forment une partition de A et que les B; = C; N B
forment une partition de B. On a aussi :
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ANB,=CiNANC,NB=C;,N(ANB)=10

Comme :

C;i=CiN(AUB) = (C;NnA)U(C;NB) =A;UB;
on a 0[C;] = 0[A;] + 8[B;] et :

w = Zwi'(é[Ai]+5[Bi])
= Zwi'é[Ai]+Zwi'5[Bi]

Evaluons l'intégrale de w sur AU B. Il vient :

/AUB w(z) du(z) = Zwi - p(A) + Zwi - u(Bi)
= /Aw(x) d,u(x)—l—/ w(z) du(z)

B

L’intégrale des fonctions étagées est donc additive sur les ensembles concernés.

70.13 Propriétés diverses

Soit u,v € Etagee(A). On peut trouver des u;,v; € R et des U;, Vi € T tels que {Uy,...,U,} et
{V1, ..., Vin} forment des partitions de A et vérifiant :

u(z) = ZUI -0[U](z)

o(x) =) v 8[Vi](x)

j=1
pour tout z € A. Nous avons vu que les intersections W;; = U; UV, € T forment aussi une
partition de A et qu’elles posseédent les propriétés :

p(U) = 37 (W)
p(Vi) = 37 (W)

et :

Les fonctions u, v peuvent donc également s’exprimer comme :

u(r) = Zuz - 0[Wi) ()
v(x) = Zvj - 0[Wi5](z)

1,J
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Espace vectoriel

Soit «, B € R. On voit que la fonction w : A — R définie par :

w(x) =a-u(x)+ F-v(z)

est également une fonction étagée puisque :

w(z) = Y+ - 05) - OW)(x)
i?j
Nous venons de montrer que toute combinaison linéaire de fonctions étagées est une fonction
étagée. L’ensemble Etagee(A) forme donc un espace vectoriel sur R.

Intégrale

Evaluons l'intégrale de w. On obtient :

/Aw(x) du(z) = Z(a cup + Bevg) - (W)
= aZuZ-Zu(Wij)—i-ﬁZUjZM(Wij)
= azui-u(Ui)‘l'ﬁZUj'H(V})
- /A u(e) du(x) + 8 /A v() du(z)
On en conclut que :

[ (o uta)+ 8- vw) duta) = - [ uta) duto) +5- [ v(o) duta)
Nous venons de prouver la linéarité de I'intégrale des fonctions étagées.

Fonctions max et min

On voit que la fonction :
max{u, v}H(z) = Z max{u;,v;} - 6[W;;](x)
2
est également une fonction étagée. Il en va de méme pour :

min{u,v}(z) = Z min{u;, v;} - 6[W;](z)

70.14 Mesure nulle
Soit un ensemble A vérifiant p(A) = 0 et une fonction w étagée sur A définie par :

w(z) = Zwi -04,(x)

pour tout x € A. Les w; sont bien entendu des réels et les A; forment une partition de A. Comme
les A; sont inclus dans I’ensemble A qui est de mesure nulle, on a p(A;) = 0. L'intégrale s’écrit donc :
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/Aw(a:) dpu(x) :Zwi-,u(Ai) :Zwi-():()

L’intégrale d’une fonction étagée sur un ensemble de mesure nulle est nulle.

70.15 Mesurabilité et opérations

Soit la mesure p : 7 +— R, I'ensemble A € T, une fonction mesurable f : A +— R et une fonction
étagée w € Etagee(A). Considérons un choix de w; € R et de A; € T formant une partition de A et
tels que :

w(x) = Zwi -04,(x)

pour tout x € A.

Addition

On a clairement :

{reA: f@)+w) >a} = (J{zed:fla)+w) > a}

- U{xeAi:f(x) > a—w;}

Comme f est mesurable, les ensembles :

Fi={zx €A f(x) > a—w}

appartiennent a 7. Comme 'union opére sur un nombre fini d’ensembles, on a :

{reA:f@)+wi) >at=JFeT

=1

On conclut de méme que :

{reA: flx)+w(x) < a}:U{xeAi:f(a:) <a—w}teT

La fonction f + w est donc mesurable. Il en va de méme pour —(f + w) = —f — w.

Soustraction

Comme l'opposé d’une fonction étagée est une fonction étagée :

n

() = =D w6 (@) = Y (-w) - 6a,(a)

i=1

la fonction f—w = f+ (—w) est également mesurable. Il en va de méme pour —(f —w) = w — f.



Chapitre 71

Décomposition en fonctions positives

71.1 Dépendances

— Chapitre 77 : Les ensembles
— Chapitre 77 : Les ordres et extréma
— Chapitre ?? : Les fonctions

71.2 Introduction

On considére une fonction mesurable f : A — R et les fonctions positives associées f, [~ : A— R
définies par :

f(x) = max{— f( )0}>0

71.3 Mesurabilité

On constate que les ensembles suivant sont dans la tribu :

At = {z€eA:f(x) >0}eT
A = {zcA: fla)=0}eT
A” = {ze€A: f(x) <0}eT
On a clairement A = AT U A°U A~. On voit que :
— Sur Af,ona ft=f > 0et fT=0

— Sur A% ona ff=f=0et f-=—f=0
— Sur A~ ona ff=0et fT=—f >0

Conditions > «a

Soit un réel a < 0. La condition f*(z) > 0 > a implique que f(x) > a. Comme fT est
positive, cette condition est satisfaite pour tout z € A. Il en va de méme pour f~. Donc :

{zeA:ff(z) >ay={z€eA: ff(x)>0}=AeT
{reA: f7(x) >a={x€A:f(z)>0}=AeT
Soit un réel @ > 0. La condition f*(x) > a implique que f*(z) > 0. Un z vérifiant cette

condition est donc forcément dans A, ou f* = f. On peut alors faire sortir la condition € A" en

415
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utilisant l'intersection. Comme l'intersection de deux ensembles d'une tribu est dans la tribu, on a
finalement :

{reA:ff(z) >a} = {z€A": fT(zx) > a}
{r e A" : f(z) > a}
= {xeA:f(z) >alnNATeT

La condition f~(z) > a implique que f~(x) > 0. Un z vérifiant cette condition est donc forcé-
ment dans A~, ou f~ = —f. On peut alors faire sortir la condition z € A~ en utilisant I'intersection.
La fonction — f étant mesurable, on a finalement :

{reA:f(x) >a} = {z €A :f(x) > a}
= {ze€A :—f(z) > a}
= {ze€A:—f(zx) >a}nNA" €T

Conditions < a

Soit un réel a < 0. Comme f* > 0, la condition f*(z) < a < 0 n’est satisfaite pour aucun
x € A. Il en va de méme pour f~. Donc :

{reA:fT(x) <a}l=0eT
{redA: f[~(x) <a}=0eT
Soit un réel a > 0. Les = € A vérifiant La condition f*(z) < a sont de deux types :

— Size A-UA" ona ff(z) =0 < a. La condition est alors a fortiori satisfaite.
— Sinon, z € A\ (A~ U A%) = AT et il faut toujours imposer f*(z) < a. Par contre, on a alors

f=r"

On a donc :

{reA:ft(x) <a} = (A UAYU{zeAT: fT(2) > a}
= A UAU{zeA": f(z) >aleT

Les o € A vérifiant La condition f~(x) < a sont de deux types :
— Size ATUA" ona f () =0 < a. La condition est alors a fortiori satisfaite.
— Sinon, z € A\ (AT UA%) = A~ et il faut toujours imposer f~(z) < a. Par contre, on a alors

{reA:f(z) <a} = (ATUAYU{ze€e A :f (2) > a}
ATUA U{zc A —f(x) > a}eT

On conclut de ce qui précéde que les fonctions f et f~ sont mesurables.



Chapitre 72

Intégrales

Dépendances

— Chapitre ?? : Les fonctions
— Chapitre 71 : Les mesures

72.1 Introduction

Soit une fonction f : A +— R mesurable et essentiellement positive (f = 0) :

pfz - flz) <0} =0

Pour toute fonction étagée w : A — R, on sait que la fonction w — f est mesurable. Le réel :

p{z e Arw(r) > f(2)}) = p{z € A w(r) - f(x) > 0})

est donc bien défini. On peut dés lors introduire ’ensemble des fonctions étagées w essentiellement
inférieures a f :

EA(f) = {w € Ftagee(4) : w S f}

Evaluant les intégrales des fonctions étagées appartenant & £4(f), on obtient ’ensemble de réels
associé :

24(9) ={ [ wla) dute) we eatn)}

Cet ensemble est non vide car 0 € E4(f) produit une intégrale 0 € Z,(f). Deux cas peuvent se
présenter :
— L’ensemble de réels Z4(f) est majoré. Il admet donc un supremum. Nous pouvons alors définir
I'intégrale de f sur A par :

[ ) dute) =sup{ [ wia) dute) we et

On dit alors que f est intégrable sur A. On le note parfois :

/A f(x) du(z) < +oo

— Dans le cas contraire, on a supZa(f) = +oo. On définit par analogie :
| #a) duta) = +oc
A

417



418 CHAPITRE 72. INTEGRALES

Consistance

Les propriétés extrémales des intégrales des fonctions étagées nous montrent que, dans le cas

particulier ou f € Etagee(A), l'intégrale obtenue par le supremum est identique a I'intégrale au sens
des fonctions étagées.

72.2 Signe quelconque

Soit une fonction mesurable f : A — R. On peut décomposer f en fonctions positives f*, f~
A +— R définies par :

pour tout x € A. On a alors :

f=r—f

Les fonctions f* et f~ étant également mesurables, leurs intégrales sont bien définies (finies ou
infinies). Plusieurs cas peuvent se présenter :

— Les fonctions f* et f~ sont intégrables sur A. On étend alors la définition de I'intégrale par :

[ 1@ au@) = [ 5@ dute) = [ @)

On dit alors que f est intégrable.
— La fonction f* produit une intégrale infinie, mais f~ est intégrable sur A. On définit alors :

/A f(@) du(z) =

— La fonction f~ produit une intégrale infinie, mais f* est intégrable sur A. On définit alors :

/A f(x) du(z) = -

— Si aucune des fonction fT, f~ n’est intégrable, l'intégrale de f n’est pas définie.

72.3 Intégrale de Riemann

Soit une fonction f mesurable et essentiellement positive. Posons :

Fa(f) ={w € Etagee(A) : w 2 f}
et :

7a(h) ={ [ wle) duta) s we 7))

Si f est intégrable et que son intégrale vérifie la dualité :

/A £(2) du(z) = supTa(f) = inf Ta(f)

on dit que f est intégrable au sens de Riemann.
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72.4 Fonctions essentiellement positives

Soit une fonction f mesurable et essentiellement positive.

Signe de l'intégrale

Comme la fonction étagée nulle 0 € E4(f), on a :

/Af(x) dp(z) Z/Ao dp(z) =0

par définition du supremum. L’intégrale d’une fonction essentiellement positive est positive.

Intégrale nulle

Supposons que :

/A F(2) du(z) = 0

Soit le réel € > 0. Si il existait un ensemble C' C A de mesure non nulle tel que f > € sur C,
la fonction étagée w = € - §¢ vérifierait w < f et appartiendrait donc a £4(f). On aurait alors par
définition du supremum :

[ #@) duto) = [ € 8c(a) duto) = - u(©) > 0
A A

ce qui contredit I’hypothése. On doit donc avoir f < € quel que soit € > 0. On en conclut que
f < 0. Mais comme on a également f 2 0, on en déduit que f =< 0. Une fonction essentiellement
positive présentant une intégrale nulle est essentiellement nulle.

72.5 Ordre

Fonctions positives

Soit les fonctions essentiellement positives et intégrables f,g : A — R telles que f < g. Soit
w € E4(f). Comme on a w < fet f<g,on en conclut que w < g, c’est-a-dire que w € E4(¢g). On a
donc E4(f) € Ea(g). On en déduit que Za(f) C Za(g), d'ou :

supZa(f) < supZa(g)

Comme ces supremums sont par définition égaux aux intégrales correspondantes, on a :

/A @) duta) < [ o) dta)

A

Généralisation

On considére a présent le cas de fonctions f, g de signe quelconque, toujours avec f < g. On
définit les fonctions positives :
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On a donc fT < gt et g < f~. On en conclut que :

/A 1 (@) du() — / 1 (@) dyu() < / " (@) dnte) = [ g7 (o) duo)

A
d’on, par définition :
/ f(z) du(z) < / o(z) du(x)
A A

L’ordre des intégrales correspond a l'ordre essentiel sur les fonctions.

Egalité
Soit deux fonctions intégrables f, g vérifiant f <= g. On a f < g et l'intégrale de f est inférieure

a l'intégrale de g. Mais on a aussi f 2 ¢ et 'intégrale de f est supérieure a I'intégrale de g. On en
conclut que :

/A F(x) du() = / 9(x) dpu(x)

72.6 Valeur moyenne

La valeur moyenne d’une fonction f sur A est définie par :

M= / 1(x) du(z)

72.7 Bornes

Soit une fonction intégrable f : A — R.
— Si f est essentiellement majorée, on a :

f Sesssup{f(z):x € A}
En intégrant sur A, il vient :

/Af(:r;) du(x) < p(A) - ess sup f(x)

T€EA

— Si f est essentiellement minorée, on a :

f Zessinf{f(z):z € A}
En intégrant sur A, il vient :
[ #a) dute) 2 ) -essint 1 (a)
A z€A

— Si f est majorée et minorée, et si A est de mesure non nulle, on peut réexprimer ces bornes
en terme de valeur moyenne de f :

) 1
ess inf f(z) < m/Af(x) du(z) < ess sup f(x)

T€EA €A
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Corollaires

Si f est essentiellement nulle, les supremum et infimum essentiels s’annulent, et :

0< / f(z) du(z) <0

On en conclut que :

| #a) dut) =0
A

Il en va de méme si u(A) = 0.

72.8 Opposé

Soit une fonction intégrable f et g=—f. On a:

¢7() = max{g(x), 0} = max{—f(r),0} = /(2
g () = max{—g(z),0} = max{f(x),0} = f*(x)
et :
x Tr) = “(x x) — T(x Tr) = — T T
[ @) dnte) = [ @) duto) = [ £7@) dute) = = [ 1o duto

L’intégrale de la fonction opposée est donc 'opposé de 'intégrale :

[ 1) duta) = = [ @) duta)

72.9 Multiplication par une fonction indicatrice

Fonctions positives

Soit une fonction f essentiellement positive et intégrable sur A et I'ensemble C' € T vérifiant
C C A. Soit le réel € > 0.
— Comme le supremum est dans I'adhérence, on peut trouver une fonction u € E4(f - d¢) telle
que :

<e

[ 1@+ bct@) dute) = [ (o) duta)

On a donc :

| #@)-8c(@) dutw) ~ e < [ ul) dta)
A A

Les ensembles A\ C' et C étant disjoints et d’union égale a A, on a aussi :

[ @) dnto) = | ) o) + [ wte) duto)

C

Sur A\C,onau < f-dc = 0. La fonction u y est donc essentiellement négative. Son intégrale
y est donc négative et :

[ ) duto) < [ o) duto)

C
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La fonction étagée u étant essentiellement inférieure a f sur C, on a aussi :

[ wt@) duta) < [ 5(@) duta)

Rassemblant ces résultats, on obtient :

/A f(2) - o) du(z) — e < /C f(z) du(z)

Cette inégalité étant satisfaite quel que soit € > 0, on a :

/f dula /f ) be(a) dula)

— Comme le supremum est dans 'adhérence, on peut trouver un w € Ex(f) tel que :

/C f(@) du(z) — ¢ < /C w(z) du(z)

Considérons l'extension de w sur A définie par :

w sur C
u =
0 sur A\C

On voit que u est une fonction étagée. On a :

J o) dute) = | ) do) + [ wt@) duta)

Sur A\ C, u est nulle et I'intégrale correspondante I’est aussi. Sur C', on a u = w. Donc :

[ @) dute) = 0+ [ @) dnto) = [ wio) auga)

Comme :

u < f sur C
~ 10 sur A\C

on voit que u € E4(f - d¢) et que :

[ ) duta) < [ @) -3c(0) dute)

par définition du supremum. En rassemblant ces résultats, on obtient :

/C f() dy() — € < / f() - c(x) dy(z)

Ce résultat étant vérifié pour tout € > 0, on a finalement :

/f e /f ) bc(a) du(z)

L’intégrale de f sur C' étant a la fois inférieure et supérieure a 'intégrale de f-d¢ sur A, elle doit

lui étre égale :
/ f(2) - dc(x) dua / f() dyu(z
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Généralisation

Soit une fonction f mesurable et sa décomposition en fonctions positives f = f* — f~. On voit
que :

(ff=f)-bc=f"-0c—f -dc

Comme on a aussi :

(f-0c) = f"-d¢
(f-0c)" =[f -é¢

on en conclut que :

/A f(x) - bc(x) dp(x) =

—
~
+
Py
=

[ (@) bela) duta) - / f~ (@) - c(w) du(z)
- /C S () d

f (@) dp(x)

S~
=
+
~—~
&

72.10 Additivité

Fonctions positives
Soit deux ensembles A et B disjoints (AN B = ) et une fonction f essentiellement positive et
mesurable sur AU B. Comme A et B sont disjoints, on a [AN B] =0 et :
1 =90[AUB](z) = da(x) + 6p(z)

pour tout x € AU B. Soit le réel ¢ > 0.
— Comme le supremum est dans I’adhérence, on peut trouver des fonctions u € Eaup(f - d4)

et v € Eaup(f - dp) telles que leurs intégrales soit situées a une distance inférieure a € des
intégrales de f-d4 et f-dp. Comme A, BC AUB,on a:

/AUB w@) dp(z) = f(x)-84(x) du(x) —

AUB

/A F(&) du(z) — e

| @ duta) = [ fa)-snle) duto) -

AUB

/B F(x) du(z) — ¢

Par linéarité des intégrales des fonctions étagées, on a :

v

Vv

[l = [ ) due+ [ o ane)

> /f du(x /f du(x) — 2

On voit que :
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utvSf-0at+f-0p=f-(6a+0dp)=f

La fonction u+ v est donc essentiellement inférieure a f et on a u+v € Eaup(f). La définition
du supremum nous montre alors que :

f(x) du(z) > / [ule) +0(@)] du0)

En rassemblant ces résultats, on arrive a :

AUB /f dule /f dulz) = 2¢

Ce résultat étant valable pour tout € > 0 et aucune grandeur ne dépendant de ¢, on a fina-

lement :
/ f(z) du(x / f(z) du(x
AUB

Le supremum étant dans ’adhérence, on peut trouver une fonction w € Exu5(f) telle que :

AUB

f(2) du(a) — € < / ula) duto)

AUB

Posonsu=w-dp4etv=w-dp. On a:

w=w-(04+0p)=w-0s+w-dg=u+v

La multiplication par une fonction indicatrice conservant le caractére étagé d’une fonction, u
et v sont étagées. On a :

w sur A f sur A
u = <
0 surB™~ |0 surB

et :

w sur B~ |f surB

U:{O surA<{O sur A

On en conclut que u est essentiellement inférieure & f-d 4 et que v est essentiellement inférieure
af-0p. Onaue€&sp(f -04)etveEap(f dp). On peut donc écrire :

/ w(@) du(@) < [ F(0) - 8alx) du(o)
AUB AUB
/A o) dn@) < [ f@) - 8ua) dute)

inégalités que 'on peut réécrire sous la forme :

[, ) < [ 1) ance)
[, ) < [ 1) ante)

En utilisant la linéarité des intégrales des fonctions étagées, on a :
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| rwda e < [ u) dute)

[ ) + o) dita)

| o) dute)+ | UBv(x) dn(a)
< / f(z) du(x / f(z) du(x

Comme cette inégalité doit étre valable pour tout € > 0, on a finalement :

AUB / f dlu / f dlu

L’intégrale sur A U B devant étre a la fois supérieure et inférieure a la somme de 'intégrale sur
A et de l'intégrale sur B, on en conclut que :

AUB / fle) dulz / fle) du(z

Nous allons étendre le résultat précédent aux fonctions mesurables quelconques. Soit la fonction
mesurable f. En utilisant la décomposition en fonctions positives f = f* — f~, on obtient :

IN

IN

Généralisation

f(@) du(x) = frx) - f~(x) dp(z)

AUB AUB AUB

- /f++/f+—/f-—/f-
= [ 1@ du@)+ [ @) duta

Si C C A, les ensembles A\ C et C sont disjoints et d’union égale & A. On a donc :

[ 1) duta) - 7 / £(@) du(a / F(2) du(a

Soit un sous-ensemble essentiel C' de A. On a alors C = A\ Z avec Z C A et u(Z) = 0. Les
ensembles C' et Z = A\ C sont disjoints et d’union égale & A. Comme l'intégrale de f sur I’ensemble
de mesure nulle Z est nulle, on a :

/Af(a?)du(x)=/f dnte)+ [ 7o) duta
- / F(&) dplz) +0
- /C f(x) du(z)

L’intégrale est invariante lorsqu’on ajoute ou s’abstrait d’un ensemble de mesure nulle.

Corollaire

Invariance
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72.11 Union

Soit & présent A, B € T quelconques et une fonction intégrable f : AU B — R. Comme A\ B et
B sont disjoints et d’union égale & AU B, on a :

@) du(e) = [ f@) dua) + /B f(x) du(x)

AUB A\B

On peut également décomposer A en les ensembles disjoints A\ B et AN B. Donc :

/A f@) dp(e) = [ f@) dp@)+ [ (@) du)

A\B ANB
et :

- /Af(x) du(x) — f(z) dp(x)

A\B ANB

En injectant cette relation dans ’expression de I'intégrale sur A U B, on obtient :

[ fa) duto) = [ 1@ duta )+ [ 1) duta - 1@ du

Corollaire

Si 'ensemble A N B vérifie u(A N B) = 0, l'intégrale correspondante est nulle et :

AUB / fle) du(z / fle) du(z

Il suffit donc d’avoir une intersection de mesure nulle (et pas forcément vide) pour vérifier ’ad-
ditivité.
72.12 Convergence des mesures

Soit une fonction f : A — R essentiellement positive et intégrable. On a :

I= d
[ 1) dnta) < +o0
Posons :
Cla) = € A+ f(z) < a}
Za)={ze€A: f(z) > a}
pour tout o € R. Il est clair que A = C(a)U Z(a). On a :

/fdu /fdu /fdu

Mais comme f 2 « sur Z(«), on a :

ess inf f(z) > «

z€Z(a)

et :

pZ(a)) -a < p(Z(a)) - ess inf f(z) < f(@) dp(x)

xEZ(Oz) Z(a)
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Rassemblant ces résultats, il vient :

pZ(a))-a<I

Soit € > 0. Si on choisit & > I /e, on a :
p(Z(a)) <
On en déduit que :

lim pu(Z(a))= lim p{zed: f(x) > a})=0

a——+00 a——+00

72.13 Convergence des intégrales

Soit une fonction f : A — R essentiellement positive et intégrable. On a :

I= / F(@) du(z) < +o0

Soit la collection {C'(a) € P(A) : a € R} et la collection associée {Z(a) € P(A) : a € R} définie
par :

Z(a) = A\ C(a)
Nous supposons que :

lim pu(Z(a)) =0

a—r00

et que Z(a) C Z(pB) pour tout a, f € R vérifiant o > .
Soit le réel € > 0. Comme le supremum est dans 1’adhérence, on peut trouver un w € E4(f) tel

que :
[ 1@ dute) < [ i) duta) +
Comme A = C(a)U Z(a), on a :

/fdu /fdu /fdu

[ wia) duta) = | ol dute) + / () du(o

pour tout @ € R. On en déduit que :

z) du(x) < w(x) du(z) — x) du(x w(x) du(z) + €
/Z(a)f() u()_/c(a) ) dut) [ 5to) u<>+/z(a) (2) du(a) +

Soit la fonction I : R — R définie par :

[ 1) duto) =
Z(a)

On sait que w < f. Par conséquent, [w < [ f sur C(a) et

I(a) < /Z( )w(x) du(z) + €
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Comme w est une fonction étagée, son supremum existe :
M = ess supw(x)
€A
De plus, on a C(a) € A pour tout o € R, d’ou :
S(a) =ess supw(z) < M
zeC(a)

On a donc :
/Z( )w(x) du(z) < p(Z(@)) - S(a) < p(Z(a)) - M
et :

I(e) < u(Z(a)) - M + ¢

INTEGRALES

pour tout « € R. Si a > 5, on a Z(«a) C Z(f), d'ou I(«) < I(5). La fonction I est décroissante
et minorée par zéro. Elle admet donc une limite & I'infini. Comme M ne dépend pas de «, on a :

lim [u(Z(a)) - M+€=0-M+e=c¢

a—r—+00

La limite de cette expression existe donc, et lim sup = lim. On en conclut que :

0< lim I(a)<e

a—+00

Ce résultat devant étre satisfait pour tout € > 0, on a :
lim I(a) =0
a—+00

c’est-a-dire :

i / @) dute) =

Corollaire

On en déduit que :

/A f(2) dp(x) = hm/ (@) dufe) + tm [ f(@) dule)

a——+400 a—-+00 Z()
= lim / f(z) dp(x) +0
a—>+00 C(a)

d’ou :

nm/ @) duta) = [ (@) duta)

a——+00
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Généralisation

Soit f est une fonction intégrable de signe quelconque et sa décomposition en fonctions positives

f=ft—f . Ona:
lim /C ) dute) = / £ () du(x)

a—r—+00

lim /C T ) = [ 5@ duta)

a—+00

On en déduit que :

lim/ f(z) du(z) = lim I lim/ f-
a—r+00 C() ( ) ( ) a—r+00 C(a) a——+00 ()

- [

- / f(z) du(x)

72.14 Adhérence

Soit un ensemble A vérifiant u(A) > 0 et une fonction f : A — R mesurable, essentiellement
positive et majorée :

M =esssup f(zr) < o0
€A

Comme p(A) > Oet f 20, 0na:

> ] >
M > eswseznff(x) >0

Soit :

0= {ess supf(z) —w(@)] s w € gA(f)}

T€EA
et :

A= iInf esss —
Ldnfess s jlp[f(l’) w(w)]

Comme la fonction nulle 0 € £4(f), on a :

A <ess sup[f(z) — 0] =M

€A
Choisissons w € E4(f). Onaw < f, dou f—w 2 0 et :

ess sup|f(z) — w(z)] 2 ess nff(z) —w(z)] = 0

Donc ® > 0et A=inf® > 0.

Si M = 0, on a également A\ < 0, d’ott A = 0. Supposons a présent que M > 0. Nous allons
construire une suite {w, : n € N} C E4(f) convergeant vers f au sens du supremum essentiel.
Posons wy = 0 € E4(f), le réel Ag = M/2 et I’ensemble :

Ag={z € A: f(x) —wo(x) > Ao}
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On construit ensuite la fonction w; par :

wo + Ay  sur Ay

w1:w0+A0~5[AO]: {wo sur A\AO

La fonction Ay - 8[Ag] étant étagée, wq 'est aussi. En utilisant wy < f sur A et wo+ Ag < f sur
Ap, on obtient :

e — wo+ Ay sur Ay < [ sur Ag
b wo sur A\ Ao 7| f sur A\ A

On en conclut que wy < f et que wy € E4(f). Sur A\ Ay, on a par définition f—w; = f—wy < Ay.
Sur Ag, on a :

M M
fowi=f—wy—Ag<M——% =+
2 2
On en conclut que :
M
ess sup[f(z) — wi(2)] < — = Ay
z€eA 2

Supposons a présent étre arrivé a I'étape n — 1 avec la fonction étagée w,,_; vérifiant w,_ < f
et :

ess suplf () — wn_1(x)] < Ay
€A

On construit 1’étape n par :

A, = A,q/2
A, = {ze€A: f(x)—w,a(z) > Ay}
w, = wu1+A,-0[A,]

La fonction A, - 8[A,] étant étagée, w,, l'est aussi. En utilisant w,,_; < fsur Aet w, 1+ A, < f
sur A, on obtient :

W1 + 4, sur A, < f sur A,
Wy, = <
Wy—1 sur A\ A, fosur A\ A,

On en conclut que w, < f et que w, € Ea(f). Sur A\ A,,ona f—w, =f—w,1 <A, Sur
A,,ona:

f_wn:f_wnfl_AnSAnfl_AnzzAn_An:An

On a donc :
ess sup[f(z) — wn(2)] < A,
€A
Comme :
An:Anflz :AO _%
2 2n71 on
On voit que :
M
0 <ess sup[f(z) — w,(x)] < —
€A 2n
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Comme :

: Mo
limsup — = liminf 0 = 0
n—oo 2" n—oo

la limite de ess sup,¢e4[f(x) — wy(x)] existe et :

lim ess sup|[f(z) — w,(x)] =0

Pour tout réel ¢ > 0, on peut donc trouver un n tel que :

esiesAup[f(x) —wpy(z)] <e

pour tout m € N vérifiant m > n. Par conséquent, A ne peut pas étre strictement positif et :

inf ess su z)—w(x)| =0
dntess supl (x) = (@)

72.15 Multiplication par un réel

Soit une fonction intégrable f essentiellement positive et le réel A > 0. Si w est une fonction
étagée, on voit que w < f < A-w < A- f. On peut donc associer une fonction A - w € E4(A - f) &
toute fonction w € E4(f), et réciproquement. Par linéarité de l'intégrale des fonctions étagées, on en
conclut que :

A w@) du@) =2+ [ w(o) duta)

En passant au supremum sur w € E4(f) < A -w € E4(X - f), on obtient donc :

/A A+ F(w) dp(z) = A - / £(z) dp(z)

Le méme résultat est bien évidemment vérifié lorsque A = 0. Lorsque A < 0, on pose v = —\ > 0.
On a alors :

[ A r@ due) = [ =a-sie) duo
= [ sle) duto

= —a [ f(z) du(z)
A

= A f(x) du(x)
A

Nous avons donc prouvé la relation pour tout A € R.

72.16 Addition

Positives et majorées
Soit deux fonctions f, g : A — R intégrables, essentiellement positives et majorées :
ess sup{f(z):x € A} < 400

ess sup{g(x) : x € A} < 400
Soit le réel e > 0.
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— Le supremum étant dans 1’adhérence, on peut trouver un u € E4(f) tel que :

[ty anto) = [ 5o dute) -

et un v € E4(g) tel que :

[ @) dnte) > [ o) auta)

On sait que u + v est une fonction étagée. Les conditions u < f et v < ¢ impliquent que
u+v < f4+g. Onadonc u+v € E4(f +g). En utilisant la linéarité des intégrales de fonctions
étagées et la définition du supremum, il vient :

/A u(e) du(z) + / o(e) dulz) = / fu(2) + v(2)] du(z)
< / (@) + g(a)] dpu(z)

En rassemblant ces résultats, on obtient :

/A F(x) du(a) + / o(z) dp(z) — 2 < / (@) + g(x)] dpu(x)

A
Cette relation étant valable quel que soit € > 0, on a :

/A f(z) dp(z) + / 9(z) du(x) < / (@) + 9(x)] du(z)

A

Comme f et g sont essentiellement majorées, on peut trouver un u € E4(f) et un v € E4(g)
vérifiant :

ess sup{f(z) —u(x):x € A} <e
ess sup{g(z) —v(z) :zx € A)} <e
Donc f Su-+eet g <v+e Onen conclut que f+¢g < u+ v+ 2, dou:

/A (@) + g(2)] duz) < / fu(a) + v(x) + 2 dp(z)
< [ ) dute) + [ ola) dute) + 26 u4)

par linéarité des intégrales de fonctions étagées. On a aussi, par définition du supremum :

[ ) duto) < [ 7(0) dute)

[ vt duto) < [ gta) duto

A
On a finalement la borne :

/A[f(fU)Jrg(iU)] dp(r) < /Af(fC) du($)+/Ag(iU) dp(x) + 2¢ - p(A)

Cette inégalité devant étre satisfaite pour tout ¢ > 0, on en déduit que :

/A (@) + g(2)] du(z) < / F(2) du) + / g(z) du(x)
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L’intégrale de f 4 g devant étre simultanément supérieure et inférieure a la somme de l'intégrale
de f et de l'intégrale de g, on en conclut que :

/A (@) + g(2)] du(z) = / £() dy() + / o(z) dp(z)

Positives
Soit deux fonctions f, g intégrables et essentiellement positives. Posons :
Fla)={zx € A: f(z) <a}
Gla)={r e A:g(z) <a}
et :
Na)={zxe€ A: f(z) > a} = A\ F(«a)
Ta)={zecA:g(x) > a} = A\ G(o)
pour tout o € R. Pour tous réels «, § vérifiant o > 3, il est clair que N(a) € N(f) et T'(a) C
T(B). Soit :
Cla) =F(a)NG(a) = A\ (N(a) UT(x))
et :

Z(a)=A\C(a) = N(a) UT(a)

Choisissons des réels a, (3 tels que a > et un € Z(a). On a soit x € N(«), d’out z € N(f3) et
x € Z(B),soit x € T(aw), dou z € T(B) et x € Z(). On en conclut que Z(«a) C Z (). On voit que :

0 < pu(Z(e)) < p(N(a)) + p(T())

Comme :

lim sup[u(N(«)) + u(T(a))] = liminf 0 = 0

a—+00 a—r+00

la fonction v — p(Z(«r)) converge et :

lim u(Z(a)) =0

a——+00

Si @ est intégrable, par exemple ¢ € {f, g, f + g}, on a donc :

i [ (o) du(e) = [ ¢l) du(a)

Sur C(a) € F(a),on a0 < f < «. Le supremum essentiel existe par conséquent sur C'(«) et :

0 <esssup{f(z):z€C(a)} <a

On conclut de méme que :

0 <esssup{g(z):x € Cla)} <a

Les fonctions f et g sont donc essentiellement majorées sur C'(«) et on a :

/C ) (o) dut) = / TG )+ /C o) o)

Passant a la limite pour @ — 400, on obtient alors :



434 CHAPITRE 72. INTEGRALES

/A (@) + g(x)] du(z) = / £(z) du(z) + / o(z) du(z)

Soustraction

Soit f, g deux fonctions intégrables essentiellement positives vérifiant h = f — g = 0. Comme
f=g+h,ona:

[ 1@ auta) = [ gta) duto)+ [ hia) duto)

A

On en déduit que :

[ 1@ duta) = [ @) dute) = [ gte) dnto)

c’est-a-dire :
/A F(2) - g(z)] du(z) = / F(x) du(z) - / 9(z) dp(z)

Généralisation

Soit deux fonctions intégrables f, g et leurs décompositions en fonctions positives f = f* — f~
et g =g — g~. Posons :

st = f* 4 gt
sT=f"+g"

f+r9=ft—f"+g"—g =("+g")—(f +g )=s"—s

Décomposons A en les ensembles :

P={xeA:s"(x)—s (x) >0}

M={zeA:s"(z)—s () < 0}
Comme st — s~ 2 0sur P,on a:
/P [s*(2) — 57 (2)] dyu(z) = / () du(a) — / s (2) du(z)

Comme s — s~ <0Osur M,onyas  —st >0et:

/M s*(2) — 57 (2)] dp(z) = — /M 57(2) — 7 (2)] dpu(a)

- _{ /M s™(z) du(z) — /M sT(x) du(x)}

_ /M (@) du(o) ~ [ 5 (@) duo)

M

Rassemblant ces résultats, il vient :
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/A [f(z) + g(2)] du(z) = /A [s7(x) = s~ (2)] dp(x)
- [l @ =5 @l dute) + [ 157w -5 @) dute)
o G R ey
_ /AS+_/AS—
— 1@+ g @) duto) ~ [ 1@+ 97(@) dute)
= /f++/Ag+—/Af‘—/g‘
- /f dp(z / ) dp(z)

L’intégrale d’une somme est la somme des intégrales.

S \T
s \r) —

72.17 Linéarité

Soit les réels a, 5 et les fonctions intégrables f,g: A+— R. On a :

[l s@ 48 a@duta) = [ a-s@) dutw)+ [ 5-g
- /f dula +ﬁ/

L’intégrale est linéaire.
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Chapitre 73

Intégrales et mesures

73.1 Addition de mesure

Soit les mesures v, A et la mesure p définie par :

p=7+A

Soit un ensemble A et une fonction w € Etagee(A). On peut trouver des w; € R et des A; € T
formant une partition de A et tels que :

w(x) = Zwi +04,(x)

On a alors :

/Aw(x) du(x) = sz",u(Ai)

— Zwi (7(As) + A(A))

— Zwi “y(A;) + Zwi A (4)
— /Aw(x) dvy(z) + /Aw(ﬂﬁ) dA(z)

En passant au suprémum sur toutes les fonctions étagées w essentiellement inférieures a une

fonction positive intégrable, puis en utilisant la définition d’une fonction intégrable f on en déduit
que :

/A F(2) iy + \) () = / f(z) dy(z) + / f(x) dA(x)

73.2 Mesure de Lebesgue

Soit A C R™ et uy, la mesure de Lebesgue. On note alors dyy(x) = dx ou :

dug(z) = de = dxq ... dz,

et :

/A f(@) do = / F(z) dus(x)
437
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73.3 Intégrale de Stieltjes

Soit la fonction croissante v : A — R. L’intégrale de Stieltjes associée a v se note :

Aﬂwmm

Elle se définit d’apres la mesure de Stieltjes p, associée a 7y :

/f (s /f ) dyi(a

73.3.1 Fonction a variation bornée

Nous allons étendre la définition & des fonctions non nécessairement croissantes. Soit une fonction
g [a, B] — R et S[a,b] 'ensemble des suites réelles croissantes inclues dans [a, b] :

Sla,b] = {{xo,xl,xg,...,xn} o<z <z <9< ...<b, ne N}

Nous supposons que la fonction g nous permet de définir les fonctions o, A associées par :

o(x) = sup {Z max{g(x;11) — g(z;),0} : {zo, 21, ..., 2, } € S[a,x]}

i=0
et :

Az) = —inf {Z min{g(z;11) — g(z;),0} : {zo, 21, ..., 2} € S[a,x]}

pour tout = € [a,f]. Il est clair que les fonctions o, A sont croissantes. On peut donc définir
I'intégrale de Stieltjes associée a g par :

/f dg(z /f ) do(x /f ) d\(z

L’intégrale de Stieltjes d'une fonction essentiellement positive n’est généralement pas positive.

73.3.2 Positivité

73.4 Mesure pondérée

Soit une fonction essentiellement positive ¢ telle que la fonction p associée définie par :

mwzéw@w

soit une mesure. Considérons une fonction w € £4(f), avec :

w = E w; - 04,
i

ou les A; forment une partition de A et ou les w; € R. On a alors :

AmwwngkmAw@m

Par linéarité de I'intégrale, on voit aussi que :
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[ w@)o@)dn = Swie [ plw)-data) do

i A

= Zwl/ o(x) dz

i Ai

On en conclut que :

[ wle) dute) = [ wio) - pta) do

A

Comme ¢ est positive, on a I'équivalence entre w < f et w-¢ < f- . En passant au supremum,
on obtient donc :

[ 1@ dut@) = [ 1(a) - pla) da

pour toute fonction intégrable f : A — R. On note symboliquement :

Probléme inverse

Remarquons qu’on ne sait généralement pas faire correspondre une fonction ¢ & une mesure p
donnée.

73.5 Mesure de Dirac

L’intégrale d’une fonction f : R — R par rapport a une mesure de Dirac pf, est fort simple a
calculer. En effet :

/ dyi () = i (A) = 8.4(a)
A

par définition. Si a ¢ A, 'ensemble A est de mesure nulle et :

| 1@ duy(a) =0
A

Considérons a présent le cas ot a € A. L’ensemble A\ {a} étant disjoint de {a} et de mesure
nulle :

on a :

La fonction f étant constante sur {a} et valant f(a), on a finalement :

/A F(x) dty () = £(a) - Sgay(a) = F(a)

Dans le cas général, on a donc :
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/A f(x) dut(x) = f(a) - 8.4(a)

On note également :

/A f(x) 8(z — a) dr = f(a) - 6.a(a)

73.6 Pondérée - Dirac

Soit une mesure p définie par :

dp(z) =

o(x) + Z a; - 0(z — :L‘Z)] dx

ou les a; € R. Si les x; appartiennent tous & A, l'intégrale d’une fonction f par rapport a cette
mesure s’écrit :

/A f(2) du(z) = / o) pla) do Do i)



Chapitre 74

Intégrales unidimensionnelles

74.1 Intreduction

Soit une fonction f: R+— R et a,b € R tels que a < b.

Intervalle

On définit la notation particuliére :
b
[t dn) = [ fa) duta)

Intervalle inversé

On étend la notation a des « intervalles » inversés par :

/f dula /f du(s

Intervalle ouvert

Pour les intervalles ouverts, on considére la limite :

f(@) du(z) = lim /f du(

Ja,b] (s,t)—(a,b)

Infini
Quand une des bornes de l'intervalle tend vers I'infini, on définit I'intégrale par :

+o0 b

fle) du(z) = lim [ f(z) du(z)

]_io f(x) du(x) = im /abf(x) dp(x)

Sur ’ensemble des réels

Enfin, I'intégrale sur R entier est définie par :

_+°° 0= [ 1) duta =hm/f ) du(z)

441
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74.2 Additivité d’intervalles

Soit a,b,c,a, f € R avec a < a,b,c < 5. Soit une fonction intégrable f : [a, ] — R. Posons :

y
Haw)= [ 56 ds
ot d§ = dpr(€) est la mesure de Lebesgue. Par définition, on a :

Sia<b<c ona:

pr([a, 0] N [b, c]) = pr({b}) =0
L’additivité nous donne alors :

I(a,c) = I(a,b) + I(b,c)
Sia<c<b, ona:

pr(la, ] N le b)) = pr({c}) =0
et :
I(a,b) = I(a,c) + I(c,b)
On en déduit que :

I(a,c) = I(a,b) — I(c,b) = I(a,b) + 1(b,c)

On vérifie pareillement, en considérant tous les cas, que I(a,b) = I(a,c) + I(c,b) quel que soit
I'ordre des réels a, b, c. On a donc :

/acf(x) da::/abf(a:) dx—i—/bcf(x) dx

74.3 Valeur moyenne d’une intégrale
Soit la fonction intégrable et continue f : [a, b] — R. Pour la mesure de Lebesgue, on a :

ess sup{ f(z) : « € [a,b]} = max f([a, b])
ess inf{f(x) : x € [a,b]} = min f([a, b])
Les bornes d’une fonction continue sur un intervalle fermé étant atteintes, on peut trouver des
réels o, A € [a, b] tels que :
f(o) = max f([a, b])
f(A) = min f([a,0])

Les bornes de l'intégrales nous disent que :

b
< [ rds < so)

Le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet alors de trouver un ¢ compris entre A et o
(et donc dans [a, b]) tel que :

b
£ = = [ f)s



Chapitre 75

Les espaces fonctionnels

Dépendances

— Chapitre 71 : Les normes
— Chapitre 60 : Les produits scalaires
— Chapitre 72 : Les intégrales

75.1 Fonctions intégrables

Soit une fonction f : A — R et sa décomposition en fonctions positives f = f+ — f~. Soit
|f| : A — R définie par :

|f1(z) = |f(z)|
pour tout z € A. Si f(z) >0,ona f~(z) =0et:

[f(@)] = fz) = fT(2) = [H(2) + f(2)
Si f(x) < 0,ona ff(x)=0et:

[f(@)] = —f(z) = f"(z) = fT(x) + [ (2)

On en conclut que |f| = fT + f~. Si f est intégrable, f* et f~ le sont aussi et :

J 1@l dnw) = [ 1@ duto) + [ 770) dute) < oo

La fonction |f| est donc également intégrable. Inversément, si |f| est intégrable, on a fT =

[fl=f" <Iflet /7 =1[fl = <If], dou:

/f+ ) dy(a /|f )| du(z) < +oo

[ 5@ du@) < [ 1) dut) < oo
A A

La fonction f est donc également intégrable. On en conclut que 1’on peut représenter 1’ensemble
des fonctions intégrables par :

Leb(d) = {r e R [ If(0)] duto) < o0}

443
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75.2 Intégrale complexe

Soit une fonction a valeurs complexes u : A — C. On définit les fonctions a valeurs réelles associées
v,w: A~ R par:

¢(r) = R(u(z))
() = I(u(z))

L’intégrale de la fonction u est alors définie par :
[ @) dute) = [ o) dnto) +1 [ bt) dte)

75.3 Produit scalaire

Par analogie avec le produit scalaire sur K" :

on définit le produit scalaire entre deux fonctions u,v : A+ C par :
(wlo) = [ W@ v(o) duo)
A

Cette application est clairement hermitienne et linéaire a droite. Comme l'intégrale d’une fonction
positive est positive, on a aussi :

<wuwiéwuwdmmzo

Il ne s’agit cependant pas tout & fait d’un produit scalaire, car la condition :

muwzfﬂmmﬁdmmzw

n’implique pas que u = 0 partout sur A. Par contre, 'annulation de cette intégrale implique que la
fonction positive z — |u(x)|* soit essentiellement nulle. On aura donc également u ~ 0. L’application
(|) est donc essentiellement un produit scalaire. On parlera aussi de produit scalaire au sens faible.
La norme essentielle (ou norme faible) associée est :

wm:¢www=¢éwmwdmw

Sur quel espace ce « produit scalaire » est-il correctement défini ? Il faut que la norme associée
soit finie :

ww—mw—éwmﬁmm<+m

Si les normes de u et v sont finies, Cauchy-Schwartz nous garantit que :

[T e auto)| < | [ W@ duto)] [ [ @ duto)] < +oc

Nous définissons donc notre produit scalaire fonctionnel sur I'espace :

Leb?(A) = {u cC? :/A|u(x)|2 du(z) < +oo}

nommé espace de Lebesgue de degré 2.
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75.4 Espaces de Lebesgue

L’espace de Lebesgue de degré k est ’ensemble des fonctions telles que l'intégrale de la puissance
k existe (et ne soit donc pas infinie) :

Leb®(A, B) = {u eC: /A|u(:v)]k du(z) < —i—oo}

Norme

La norme usuelle sur cet espace est définie par :

full = | [ tutop* az] "

Il s’agit d’une norme faible.

75.5 Espace de fonctions essentiellement bornées

Par analogie avec la norme « max », on définit I’espace des fonctions essentiellement bornées par :

Leb®(A, B) = {u € R : ess sup{|u(z)| : z € A} < 400}

75.6 Noyau

On peut généraliser le produit scalaire usuel de Leb*(A, B) en généralisant la notion de « matrice
de produit scalaire ». On choisit une fonction K : A> — B appelée « noyau » et on définit le produit
scalaire associé :

K0 = (u vh = [ ule) - Ka.g) - 0(o) duta) du(y)

Ce noyau doit bien entendu respecter certaines propriétés afin de s’assurer que (|), soit bien un
produit scalaire.
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Chapitre 76

Convergence et intégration

76.1 Convergence monotone
Soit une suite de fonctions intégrables :

{u, € R :n e R}

Nous supposons que u,, 2 0 pour tout n € N et que la suite soit essentiellement croissante :

up Sur Suz Suz S -

Nous supposons également que la fonction :
s = sup{u, : n € N}

est bien définie et intégrable :
Sz/s(m) du(zr) < +oo
A

Convergence des fonctions

Pour tout n € N, on a u,, < u,4; et 'ensemble :

Zp=Hz € A:uy(z) > ups1(x)}

est de mesure nulle. Il en va donc de méme pour leur union :

Z:U%

L’ensemble ® = A\ Z est donc un sous-ensemble essentiel de A. Soit z € ®. On a alors :

up(r) < wup(z) <wg(x) < ..

La suite {u,(x) : n € N} est donc croissante et majorée par s(x) = sup,, u,(z). Elle converge dés
lors vers son supremum :
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Suite d’intégrales

On définit la suite {I,, : n € N} par :

I, = /Aun(x) du(x)

pour tout n € N. Comme u, croit essentiellement avec n, on a I, < I, pour tout m,n € N
vérifiant m < n. Comme u,, < s, on a aussi [,, < .S. On en conclut que la suite des [,, converge vers
son supremum et que :

L=1lmI,<S= /As(:v) du(z)

n—o0

Fonction étagée

Soit le réel € > 0. Choisissons w € £4(s) telle que :

[ sta) duto) < [ wio) duta) +

A

Comme w < s 'ensemble :

N={zxe A:wx) > s(z)}

est de mesure nulle. Posons ¥ = ® \ N. La fonction w étant étagée, on dispose d’une partition
{Ay,..., Ay} de A et de réels w; tels que :

w = Zwi - 0[A;]
Posons ¥; = A; N ¥. Comme ¥ C A, les ¥; forment une partition de ¥ et on a :
w- 80 = " w; - 8[A] - 5[] =) w; - 5[]

On en déduit que :

[ 0@ duta) = [ wia)-dute) duta) = 3w ()

L’intégrale étant invariante par abstraction d’un ensemble de mesure nulle, on a :

[ 0@ dute) = [ wie) duta) = [ wia) dute)

A

et finalement :
/Aw(:v) du(x) = Zwi (W)

Mesures convergentes

Choisissons un réel o vérifiant 0 < o < 1 et posons :

Co={zeV:a w) <u,(z)}
Soit :
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W = ConN¥={re¥,:a wkx)<u,(r)}
X = Z,NVU={x eV u,(z) > upsi(2)}

Comme X! C Z,,onau(X!)=0.Size W\ X! ona:

o w(z) < up(x) < ()

On en déduit que € W, ;. Donc W\ X. C W/, et :

lim (W) = (UW’)

Comme les W C W, il est clair que leur union sur n est inclue dans ¥;. Soit x € ;.

— Si s(x) = 0, on a0 < uy,(z) < s(x) = 0 pour tout n € N et u,(x) = 0. On a aussi
w(z) < s(z) =0, don a-w(z) <0=u,(z) et z € W

— Considérons a présent le cas ou s(z) > 0. On se rappelle que ¥; C ¥ =@\ N. Donc z ¢ N
et on a w(z) < s(z). Multipliant cette relation par o > 0, on obtient o~ w(x) < a- s(x). Soit
le réel :

d=(1-a)-s(x) >0

Sur U; C ¥ C &, la suite des {u,(x) : n € N} converge vers s(x). On peut donc trouver un
K € N tel que |u,(z) — s(x)| < 0 pour tout naturel n vérifiant n > K. On a alors :

up(z) > s(z) —d=s(z) — (1 —a)-s(x) =a-s(x) > a- w(r)

Il existe donc un naturel n tel que z € C,, dou z € C,, N ¥, = W_.
Notre z appartient donc a I'union sur n des W'. On en conclut que ¥; est inclu dans 'union sur
n des W!. La réciproque étant également vraie, on a :

Uwi=1
et :

lim (W) = (%)

n—oo

Convergence des intégrales

Fixons n € N. Comme C,, C A, les W! = C,, N ¥; forment une partition de C,, et on a :

= wi - 8[C,] - O[] = 3wy S[W,

On en déduit que :

. wle) dute) = [ wie)- a0, =S

En passant a la limite sur n, on obtient donc :
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nlgg) i w(x) du(zr) = Zw,JLIEOM(Wé)
= [ w@) duta)

Comme « - w < u,, sur C,, on a a fortiori I'infériorité essentielle et :

[ i@ dutw) = a [ 0@ due) < [ wnle) duta) = 1,
n n A
En passant a la limite sur n et en multipliant par 1/a, on en déduit que :

1 L
/w(a:) du(z) < — lim I, = —
A «

n—00 (6]

Se rappelant la propriété de w par rapport & s, on a :

[ sta) duto) = e < [ wio) duta) <

A

Donc :

S—e= [ s(o) dula) — e <

Ce résultat devant étre satisfait pour tout ¢ > 0 et pour tout 0 > « > 1, on a finalement S < L.
Mais nous avons vu précédemment que L. < S. On en conclut que S = L, c’est-a-dire :

/A lim wu,(z) du(x) = lim [ w,(z) du(x)

n—o0 n—oo A

76.2 Convergence des sommes

Soit une suite {f, € R4 : n € N} de fonctions intégrables essentiellement positives. Posons :

n
Up = Zfz
=0

On voit que la suite des u,, est croissante et essentiellement positive. Si la somme converge, on a :

n—00

lim w,(z) = Z fi(z) = s(z)

pour tout x € A. Si la fonction s ainsi définie est intégrable, on a donc :
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76.3 Lemme de Fatou

Soit une suite {f, € R4 : n € N} de fonctions intégrables essentiellement positives. Posons :

up, = inf{f, :meN, m>n}

et supposons que la fonction s = sup,, u,, soit bien définie et intégrable. Par construction, la suite
des u,, est croissante et essentiellement positive. On a donc f 4 limy, uy, = limy, f 4 Un, C’est-a-dire :

n—oo n—o0 A

/Alim inf f,,(z) du(z) = lim | wu,(z) du(zx)

Comme la limite des U,, = fA u, existe, on a liminf, U, = lim,, U, et :

/A lim inf f, () dp(x) = lim inf /A un () dp()

n—o0 n—0o0

Comme u, < f,,ona U, < F, = fA fn- On en conclut que liminf, U, <liminf, F, :

liminf/ n(z) du(x) < hmlnf/ fn(z) du(z
A

n—oo n—o0

Rassemblant ces résultats, il vient :

/lim inf f,,(z) du(z) < hmlnf/ fol(z) dp(z
A

n—oo n—oo

76.4 Convergence dominée

Soit une suite de fonctions {f, : n € N} intégrables sur 2. Nous supposons qu’il existe un
sous-ensemble essentiel A de (2 et une fonction f : A — R telle que :

lim f,(2) = f(z)

n—oo

pour tout z € A. Nous supposons également qu’il existe une fonction intégrable ¢ : A — R telle
que |fn| < ¢ pour tout n € N.

Soit # € A. Puisque la suite {|f.(z)| : n € N} est inférieure & (z), sa limite |f(x)| vérifie
|f(@)] < ¢(z). On a donc |f| < et [,]f] < [,¢ < +00, ce qui montre que f est intégrable. La
majoration par ¢ nous montre également que ¢ — max{f,,—f,} >0, d’ou :

Y — f n > 0
¢+ foz0
On peut donc appliquer le lemme de Fatou a la suite de fonctions ¢, = ¢ — f,,. On obtient :

/A liminflp(x) — fu(2)] du(z) < liminf / o(2) — fu(2)] du(z)

n—oo n—oo

On sait que la fonction ¢ ne dépend pas de n et que la limite de f,, existe. On a donc liminf,, f,, =
limsup,, f, = lim f,,. Comme inf(—X) = —sup(X), on a aussi :

liminf(—f,) = —limsup f, = —lim f,, = — f

n

/Alimninf[so—fnlz/AsO—/Af

Pour le second membre, on a :

On en déduit que :
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limninf/A[@—fn] :/A<p+lirr;inf{ /fn} :/ —hmsup/fn

On se retrouve donc avec l'inégalité :

/Aso—/AfS/Aso—limnsup/Afn

Eliminant I'intégrale de ¢, il vient :

/A £(x) dp(x) > lim sup / Ful@) du(a

n—oo

Appliquons a présent le lemme de Fatou a la suite de fonctions w, = ¢ + f,. On obtient :
[ tminota) + £u(o)] du(o) < limint [ [p(o) + fula)] duta)
A n—oo n—oo A

Utilisant les mémes remarques que précédemment et éliminant l'intégrale de ¢, il vient :

/A £(2) dp(x) < limn / £.(2) du(a

Rassemblant ces résultats, on en déduit que :

limsup/ fo(z) du(z) < hmlnf/ fol(z) du(z
A

n—00 n—0o0
Mais on sait que liminf(X) < limsup(X). On conclut de ces deux inégalités que :
lim sup/ fo(z) du(z) = lim 1nf/ fnl(z) du(z
n—oo JA n—00

La limite de la suite d’intégrales existe donc et :

lim fn( ) dp(z) = lim sup / fu(z) dp(z) = lim inf / folz) du(z
n—oo n—oo n—oo
Les bornes falsant intervenir 'intégrale de f deviennent :
in [ @ / F(a) du(@) < tim | fu(o) du(z)
n—o0 n—oo A

d’ou :
[ 1@ duta) = tim [ () dto)

Nous venons de prouver que :

[ dim £ue) duto) =t [ fula) duta)
A A

L’intégrale étant invariante sous abstraction d’un ensemble de mesure nulle, on a méme :

[ 7@ dute) = lim [ (@) duta)

pour autant que f soit définie sur 2.



Chapitre 77
Additivité généralisée

Dépendances

— Chapitre 77 : Les fonctions
— Chapitre 71 : Les mesures

77.1 Introduction

Mesure induite

Soit les ensembles Q et U, les tribus 7 C P(N2) et U C P(V) et les mesures p : T +— R et
v:U— R

On considére un ensemble X C W mesurable pour v et paramétrant la collection C = {P(x) €
PB(Q) : 2 € X} formant une partition de Q. Nous supposons également que chaque ensemble-élément
de C est mesurable pour p. Choisissons un sous-ensemble quelconque A C 2. Posons A(z) = P(x)NA
et :

P(A) = {A(z) v € X} = {P(x)NA:z € X}

JA@) =An | P@r)=4na=4

zeX zeX

Si z,y € X vérifient x # y, on a aussi :

A(x)NA(y) = Plx)NPy)NA =10

On en déduit que P(A) forme une partition de A. Soit la collection M des sous-ensembles A de
tels que la fonction z +— p(A(x)) soit mesurable. Si M forme une tribu, on peut définir une mesure
o : M — R par la relation :

Validité

Par positivité de p et de I'intégrale, on a clairement o > 0. L’ensemble vide étant de mesure nulle
au sens de p, on a :

453



454 CHAPITRE 77. ADDITIVITE GENERALISEE

p(0 N P(x)) dv(x)

p(0) dv(z)

——

I
o
b

Soit A,BC Qavec ANB=1(.On a:

A(z)UB(z) = (ANP(x))U(BnNP(x))
= (AUB)NP(z)
= (AUB)(x)

Par additivité de p et linéarité de l'intégrale, on a :

(AUB) = [ W(AUB)@) dvio)
_ /X u(A(z) U B(x)) dv()
- /X [1(A(z)) + p(B(z))] dv(x)

- /X w(A(z)) dv(z) + /X pu(B(z)) dv(z)
= o(A) +0o(B)

La fonction o est donc également additive et représente bien une mesure.

Notation

Soit une fonction f: A — R et la fonction I : X — R définie par :

I(z) = " f(y) du(y)

pour tout x € X. On note dans la suite :

/X/A(x) fy) du(y) dv(z) = /X](x) dv(z)

ou encore :

| e [ ) duty) = [ 16w dvta)

Fonctions étagées

Soit une fonction étagée w : A — R. On dispose d'une partition {A;,..., A,} de A et de réels w;
tels que :

w = E w; - 04,
i
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Evaluons son intégrale :

/Aw(z) do(z) = Zwi'U(Ai)

Al ) ()| vt

On a donc :

/A w(z) do(z) = /X dv(x) /A (m)w(y) du(y)

pour toute fonction étagée.

Ordre

Soit les fonctions mesurables f, g vérifiant f < g au sens de la mesure . Soit :

N={z€A:f(z) > g(»)}
Comme NC A, onaN=NNAet:

N(z)=NnPx) = NNANP(x)
= NNA(x)
= {z€A): f(2) > g(2)}

La mesure de NV étant o-nulle, on a :

o(N) = /X W(N () di(z) = 0

Comme p est positive, elle est essentiellement positive. On en conclut que la fonction z — u(N(x))
est essentiellement nulle sur X (au sens de la mesure v). L’ensemble :

Z={ze X :u(N(z)) > 0}

vérifie v(Z) = 0. Le sous-ensemble :

E=X\Z={zxe X :u(N(z)) =0}

est donc v-essentiel dans X. Soit les fonctions F, G : X — R définies par :

F(z) = / ) duty

G(x) = /A( )g(y) du(y)

Pour tout z € F, on a p(N(x)) = 0. Le sous-ensemble :
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Clz) = Alx) \ N(z) = {y € A(z) - f(y) < g(y)}
est donc p-essentiel dans A(z). On a donc w < f au sens de p sur A(x) et :
F(x) = d < d =G(x
@ =] s s [ o i) =0

On a donc F < G sur E qui est un sous-ensemble essentiel de X. Donc, F' < G au sens de v sur
Xet:

/X Flz) du(z) < /X Glz) dv(z)

Autrement dit :

dv(x d dv(x d
/X @) [ 1w ) < /X () / o) duty)

Positives majorées

Soit une fonction intégrable f : A — R essentiellement positive et majorée au sens de o :
ess sup f(z) < 400

€A

Soit un réel € > 0.
— Le supremum étant dans ’adhérence, on peut trouver une fonction étagée w essentiellement
inférieure & f au sens de o et telle que :

[ 16 dote)—e< [ ) dote)

On a aussi :

[ i) = [ ) [ ) duty)
< /X dv(x) A(z)f(y) du(y)

d’ou finalement :

/A f(2) do(a) — e < /X ) [ ) dnto)

Comme cette relation est valable pour tout € > 0, on doit avoir :

i@ dota) < [ v | ) duty

— Comme f est essentiellement majorée, on peut trouver une fonction étagée w essentiellement
inférieure & f au sens de o et telle que :

esizsilp[f () —w(z)] < e

On a donc f < w+ € au sens de o et :

/X dv(z) /A . Fly) du(y) < /X dv(x) /A (m)[w(y>+e] du(y)
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On voit que :

[ o) [ o)+ duty) = [ w@ ][ ) i) + - u(Aw))

[ vt [ ) dily) = [ doo) < [ 1) aote)

par définition du supremum. Rassemblant tous ces résultats, il vient :

/X ) [ ) duty) < / f(2) do(z) + ¢ o(4)

Cette inégalité devant étre satisfaite pour tout ¢ > 0, on en conclut que :

/dy/fdu /fda

L’intégrale double f < f Alx) devant étre simultanément supérieure et inférieure a l'intégrale f 4 on

/A f(2) do(z) = /X ) [ ) duty)

Positives
Posons :
Cla) = {x € A+ () < a}
Zla)={zx € A: f(x) > a}
et :

Cla,z) =C(a)NA(z) ={z € A(z) : f(z) < a}
Z(a,x) = Alx)\ C(a) ={z € A(z) : f(x) > a}

Comme f est essentiellement majorée sur C'(a), on a :

2) do(z) = dv(x d
BREXC /X () /C W )

Les propriétés de Z(a) = A\ C(a) nous montrent que :

Jim [ g dee) = [ 1) i)

On obtient bien entendu le méme résultat en se restreignant aux entiers n € N :

lim f(z / F(2) do(z

Comme Z (o, ) vérifie les mémes propriétés, on a :
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im [ fw) dto) = [ 1) duty)
=% JC(n,z) A(z)
Pour tout n € N, posons :
w@) = [ W )

Il s’agit d’une suite de fonctions positives. Comme l'inégalité m < n implique C(m,z) C C(n, x),
on a u,, < u,. La suite est donc croissante et converge vers :

lim u,(z) = f(y) du(y)

La convergence monotone nous montre alors que :

lim [ u,(x) dv(z) = /Xlim up(z) dv(x)

n—oo X n—oo

— /X dv () /A (x)f(y) dpu(y)

D’un autre coté, on a :

lim [ w,(x)dv(z) = lim i dv(x) /C( )f(y) du(y)

n—oo X n—oo

= lim f() a(2)

n—oo

/f ) do(z

On en conclut finalement que :

/A f(2) do(z) = /X ) [ ) dnty)

Signe quelconque

Soit une fonction intégrable f : A — R et sa décomposition en fonctions positives f = fT — f~.

On a:
[1erao = [ et~ [ e

_ / av(e) [ ) duly) — / av(e) [ 1) duty)
A(x) X A(x)

] [ rwan-[ o )| dvte)

- /X dv(z) A()f(y) du(y)
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77.2 Fubini

Sur R?, la mesure de Lebesgue, que nous notons ici o, est basée sur des ensembles de la forme :

P =a,b] x [c,d]

ol a,b,c,d € Ret a <b, c <d. Sipestla mesure de Lebesgue sur R, on a alors :

o(P) = (@ p)([a,b] x [¢,d]) = p(la, b]) - p(le, d]) = (b —a) - (d = ¢)

Considérons le partionnement formé des segments [(z, ¢), (z,d)] pour tous les x compris entre a
et b:

P ={l(x,0), (z,d)] : x € [a,b]}

Comme :

(@, ¢), (2, d)] = {(2,y) : y € [e,d]}

on définit la mesure p d’un tel segment par extension de la mesure de Lebesgue :

w([(z,¢), (z,d)]) =d —¢

La mesure g, qui en découle s’évalue :

o—x(A):/ab(d—c)dx:(d—c)/abdx:(d—c).<b—a)

Considérons le partionnement alternatif :

Q= {l(a,y), (b;y)] -y € [c, d]}

Comme :

[(a,9), (0, y)] = {(,y) - w € [a, b]}

on définit la mesure p d'un tel segment par extension de la mesure de Lebesgue :

w([(a,y), (b,y)]) =b—a

La mesure o, qui en découle s’évalue :

d d
7(A) = [0y =b-a) [ dy=-a)-(d-0

On en conclut que o, = 0, = 0. Si f est une fonction intégrable sur A = [, 8] X [, ] C R?, on

a alors :
/Af(as,y) da@,y):/fdx/ff@,w dyzlédyéﬁf<x,y> da

On note souvent do(z,y) = dz dy et :

/Af(w,y) dx dy:/jd:v/jf(x,y) dy:fc@/jf(%w) dx
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Dimension n

Soit A = [ay, b1] X [ag, bs]... X [an,b,] CR™ On a :

/Af(x) da::/:l day /b dry fzr, .2

ol dx correspond & la mesure de Lebesgue 0 = p ® ... ® p.

77.3 Produit cartésien

On peut généraliser Fubini dans certaines conditions. On a alors :

f(z,y) du(z) dv(y) = /B dv(y) /A f(z,y) du(z)

AXB

et symétriquement :

f(z,y) du(x) dV(y)I/A du(:v)/Bf(x,y) dv(y)

AxB

77.4 Domaine régulier
Soit les réels a, b et les fonctions S, I : [a,b] — R permettant de définir 'ensemble :

A={(a,y) € [a,8] x R: [(2) <y < S(x)}

Posons :

A(z) = {(z,y) - I(x) <y < S(2)}
On voit que A(z) N A(z) =0 si x # z et que :

A= ] Al
]

z€la,b

On a donc :

[ 1@ o= [ww [ e aw

(z)

77.5 Lemme du triangle

Un petit lemme intéressant permettant de permuter I'intégration de deux variables. Soit le triangle

A

A={(st)eR*:0<s5,t<T, s>t}

On peut redéfinir cet ensemble de deux maniéres équivalentes :

A={(5t)€R*:0<s<T, 0<t<s}
A={(st)eR*:0<t<T, t<s<T}

/Af(x) dm:/: ds/osf(s,t) dt:/OT dt/tTf(s,t) ds

On a donc :
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Cas particulier

En particulier, si la fonction a intégrer ne dépend que de ¢, on a :

/OT ds/OSU(t) dt:/OTu(t) dt/tT dS:/OT(T—t)-u(t) i
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Chapitre 78

Sommes et intégrales

78.1 Introduction

Soit une fonction décroissante f : R — R. Choisissons k& € Z. Comme f(k) maximise f sur
[k, k + 1], 'intégrale vérifie :

k+1 k+1
() de< [ f(k) dz = f(k) -1
k k

Comme f(k) minimise f sur [k — 1, k], I'intégrale vérifie :

fR)=fk)-1= [ fR)de< [ f(z)da

k-1 k-1
On en déduit ’encadrement :

k

/k Yty < < [ 5@ do

k—1
Soit m,n € Z. On a :

k=m k m
et :
n k n
flz) do = fz) dx
k=m k—1 m—1

En sommant les inégalités sur k € Z[m,n|, on obtient :
n+1 n n
[ ey iws [ jw
m k=m m—1

78.2 Sommes infinies

Sous réserve de convergence des sommes et des intégrales, on a :

+oo +o0

fa)de <3 fk)< [ fla) de

0 -1
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Septiéme partie

Diftférentielles
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Chapitre 79

Différentielles

Dépendances

— Chapitre 56 : Les fonctions linéaires

79.1 Définition

Soit les espaces vectoriels €2, F' sur K.
L’idée a la base de la notion de différentielles est de linéariser localement une fonction f : Q +— F
autour d'un point a € ). Pour tout h € () suffisamment petit, on veut donc avoir :

fla+h) = f(a) = D](h)

ott D/ est une application linéaire de € vers F. On suppose que la norme existe de D/ existe, de
sorte que nous puissions écrire :

DR[| < [|[Df]] - 1Al

On voit que la norme de la différentielle tend plus vite que h vers 0. On demande que la norme
de 'erreur donnée par :

E(h) = f(a+h) — f(a) = D](h)
devienne négligeable par rapport a :
(AR

lorsque h tend vers 0. Comme la norme de la différentielle ne varie pas, il nous suffit d’imposer
que :

L 1B

=0
h=0 || A|
h#0

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que f est différentiable en a et que D! est la différentielle
de f en a. On a alors :

fla+h) = f(a) =D(h) + E(h)
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Notation

Tout au long de ce chapitre, nous notons :

lim = lim
h—0 h—0
h#£0
lim = lim
b—a b—a
b#a

79.2 Continuité

Si a est différentiable en a, elle est forcément continue en a. En effet, la différentielle est bien
continue :

DI < [|Df] - ol =0
Par définition, pour tout € > 0, on peut trouver § > 0 tel que :

[E )|
I17]

<e
c’est-a-dire :

IE(R)|| < e-|lhll
On en déduit que 'erreur est continue en A = 0. On a donc :
lim |[E(h)[| = 0

L’expression de f(a + h) peut donc s’écrire :

lim f(a+h) = f(a) + lim [DI(h) + E(h)] = f(a)

h—0 h—0

79.3 Dérivées partielles

Nous allons a présent voir comment obtenir les composantes de la différentielle dans le cas d’es-
paces de dimensions finies. Nous disposons donc d’une base (w1, ..., @, ) de £ et d’une base (¢1, ..., ¢.,)
de F'. Nous introduisons les composantes fi, ..., f, : Q@ — F de f telles que :

fa) =Y fi@)- o

pour tout x € (). Nous procédons de méme pour 'erreur :

pour tout h € €. Nous allons également utiliser les coordonnées hq, ..., h, € K de h :
i=1
Par linéarité :

flath) = fla) = 3" DL(w) by + E(h)

7j=1
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Mais on peut trouver des A;; € K tels que :

D7 (w;) ZA” &;

Injectons les expressions des composantes dans F . On obtient :

Z@ fila+h) = fi(a ZA” hy

Par indépendance hnealre des ¢;, on a alors :

fila+h) — ZA” h; + E;(h)

7=1
pour tout ¢ € Z(1,m). On nomme A;; la dérivée partielle de f; par rapport a @;. On la note :

0,50) = L (a) =

Attention

Ne pas confondre la frontiére 0A d’un ensemble A avec la dérivée 0f d’une fonction f.

79.4 Dérivées et limites

Soit A € K. Sil'on choisit h = X @;, on a hy = A §,;, et :

fila+ X w@j) = fila) = Zﬁkfi(@ “A- 0, + Ei(h)
Y 9;fi(a) + Ei(h)

En divisant I’équation ci-dessus par A puis en faisant tendre A vers 0, on obtient :

fila+ A @) — fila)  Ei(h)
A A
Comme l'erreur doit converger plus vite vers zéro que la norme ||h|| = A, la limite du second

terme du membre de droite s’annule et on a :

A—0

0, fi(a) = tim 11052 ?iﬂ — fila)

Ce qui montre que la dérivée partielle d;f; est la variation de f; obtenue lorsqu’on fait varier la

j™¢ variable (celle correspondant & w).

79.5 Représentation matricielle
On associe a la différentielle D/ la matrice Jacobienne df(a) de f en a définie par :

0/(a) = (9,(a))

On peut alors écrire la linéarisation de f sous forme de produit matriciel :

fla+h) = fla) = 0f(a) - h+ E(h)

ou f,h, E sont les vecteurs colonnes associés aux grandeurs du méme nom.
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79.5.1 Vecteurs associés

On dispose de n vecteurs représentant chacun la dérivée des composantes de f par rapport a la
j™¢ variable :

9if(a) = (@fi(@)

et de m vecteurs représentant chacun les dérivées de la "¢ composante de f :

dfi(a) = (@‘fi(a))j

i

79.5.2 Notation

Dans le cas ou la variable porte un nom par défaut, comme par exemple :

frxe flz)

on note aussi :

of
L a) = 0f(a)

Plusieurs sous-variables

Lorsque plusieurs sous variables portent un nom par défaut, comme par exemple :

fi(zy) = fz,y)

on note aussi :

of
8_1,(@) = amf(a>

pour la Jacobienne par rapport aux variables x = (1, ..., z4) et :

of
8—y(a) = 0y f(a)

pour la Jacobienne par rapport aux variables y = (y1, ..., ¥;)

Symbolique

On a aussi les notations symboliques :

_ 91
df = 5T dx

9

ou df représente une petite variation de f suite a une petite variation dx de x.
On utilise parfois la transposée de la Jacobienne :

oren]" =2 - (2’

ox 0T

79.5.3 Appellation

Pour des fonctions du type f : R” — R, la Jacobienne se réduit & un vecteur matriciel. On dit
alors que df est le gradient de f.
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79.6 Dérivées ordinaires

Dans le cas o m = n = 1, il n’y a qu’une dérivée partielle, 0, fi, que 'on appelle alors dérivée
ordinaire. On a les équivalences :

)\¢1 ~ A& /\61

On peut considérer €2 et F' comme équivalents a K et se restreindre & des fonctions f : K — K
sans perte de généralité. La dérivée ordinaire est alors simplement :

79.6.1 Notation

On note aussi :

o TN ()

dx A—0
On a alors :

d
Flath) = (@) + 2 (a)- b+ B
et :
E(\ A) — d,
by =5 = f | PSR - S =0

79.6.2 Définition équivalente

Si on pose b =a + A, on voit que A = b — a et que la convergence h — 0 est équivalente a b — a.
On a donc :

A g IO = 1)

dx b—a b—a

79.7 L’application dérivée

Si f est différentiable en tout vecteur a de A C 2, on dit que f est différentiable sur A. On peut
alors définir une application dérivée 0f : A — M(K, m,n) définie par :
Of aw— Jf(a)

pour tout a € A. Si cette nouvelle application df est également continue, on dit que f est
contintiment différentiable. On note Cont' (A, F) I'ensemble des fonctions contintiment différentiables
de A vers F.

79.8 Hessienne

Soit f : 2 — K avec 2 de dimension finie n. Supposons que f est différentiable sur A C Q. La
dimension de K sur K étant 1, la Jacobienne 0f(a) se réduit a un vecteur matriciel de composantes
0;f. Si la dérivée O0f : A — K" est elle-méme différentiable, on nomme 'application définie par :

0°f =0(0f)
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la dérivée seconde de f. Il s’agit d’une fonction qui transforme un élément de A en un « vecteur
matriciel de vecteurs matriciels » appartenant & M(K™ n,1). On peut assimiler cet objet a& une
matrice équivalente de taille (n,n) dont les composantes sont des éléments de K. En définitive, nous
avons 0?f(a) € M(K,n,n) pour tout a € A. Cette matrice est appellée hessienne de f en a. Ses
composantes sont données par :

0;3.f(a) = 0:(0;f) (a)

Notation

On note aussi :

*f 2
00z, (a) = aijf(a)
Lorsque ¢ = j, on note :
0*f 0 f
En termes matriciels, cela donne :
*f 2

Dérivée ordinaire

Dans le cas ou la dimension de €2 est un 1, on peut l'assimiler a K, on a alors une fonction
f : K — K possédant une seule dérivée seconde, que l'on note :

d’f 2
@) = 2 1(a)

Continuité

On note Cont*(A,K) I'ensemble des fonctions dont la dérivée seconde est continue sur A.

79.9 Dérivée d’ordre k

Soit f : K+ K et k € N. Pour autant que la fonction f soit suffisamment dérivable, on définit
par récurrence la fonction 9% f : K +— K :

o°f f
oFf = 9(0*)

La dérivée d’ordre k£ de f est donc la fonction obtenue lorsqu’on applique un nombre & de fois
I'opérateur de dérivation 0 a la fonction f :

OFf=(00..00)(f)
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79.9.1 Ensembles
On note Cont”(A, K) I'ensemble des fonctions f : A — K dont la dérivée d’ordre k :
oFf:A—~K
existe et est continue sur A.

Infini

Si la dérivée 0% f existe pour tout & € N, on dit que f est indéfiniment dérivable. On note
Cont™ (A, K) I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables.

Ordre 0

On voit que Cont" = Cont.

79.9.2 Homéomorphisme

On note Hom"* (A,K) l'ensemble des bijections f de Cont” telles que la fonction f~! soit aussi
dans Cont".

79.9.3 Notations
Pour a = (g, g, ..., av,), on écrit également :

OOf = goron f = 9™ .90 f

79.10 Fonctions a intégrale continue

Soit une fonction v : A — B. Si la fonction v définie par :

o) = [ ulw)dute)

est continue, on dit que u est & intégrale continue. On note Cont;l(A, B) I'ensemble des fontions
a intégrale continue.

79.11 Différentiabilité uniforme

On dit qu’une fonction f est uniformément différentiable sur A si pour tout € > 0, on peut
trouver un 0 > 0 tel que :

[f(s) = f(t) = Of(t) - (s =) < e-[s — 1

quel que soit s,t € A vérifiant |s — ¢| < 4.
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Chapitre 80
Dérivées

Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les différentielles

80.1 Fonction constante

Si f est constante, on peut trouver ¢ € F tel que :

flx) =c
pour tout x € 2. On a alors :
c—c
Par conséquent :
df(a) =0

80.2 Identité

Considérons le cas particulier ot m = n et ot f = Id. Lorsque ¢ = j, nous avons :

difila) = limy ———— = lim ~

Lorsque ¢ # j, on a par contre :

LTIy .0
ajfi(a) - /1\1{}% A A—0 \

On en conclut que :

0f(a) = 0ld(a) = (645)i; =1

La Jacobienne de la fonction identité est la matrice identité.

80.3 Composition de fonctions

Nous allons nous intéresser a présent au moyen d’obtenir la dérivée d’'une composée de fonctions
f:Ew~— Fetg:Fw— G. Supposons que f soit différentiable en a et que g soit différentiable en
b= f(a). On a alors :
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df(a) = f(a+da) — f(a) = 0f(a) - da + Ef(da)
dg(b) = g(b+ db) — g(b) = 0g(b) - db+ E,(db)

Choisissons en particulier db = f(a + da) — f(a). On a alors :

dg(b) = g(f(a+da))—g(f(a))
(9o f)la+da) —(go f)(a)
= d(go f)(a)

Mais d’un autre coté :

dg(b) = Dg(f(a)) - df(a) + B,(df(a))
— 99(f(a)) - (9f(a) - da + Ey(da)) + E,(df (a)
= 09(f(a)) - 0(a) - da + Ey(da) - da + E,(df (a)

Il est aisé de vérifier que :

o 09U (@) - Ey(da) + B, (df (a)

=0
h—0 Al

puisque dg(f(a)) ne dépend pas de da. On a donc montré que go f est différentiable en a et que :

9(go f)a) = dg(f(a))-9f(a) = (9g o f)(a) - Of(a)

La dérivée d'une composée de fonctions est donc tout simplement le produit des Jacobiennes.

Notation

Soit le schéma fonctionnel :

On note aussi :

0z 0z; Oy
or; ; Oy, Oz,

dz 0z 0Oy
oxT — OyT 0xT

Pour z : t — (21(t), z2(t), ..., x,(t)), on a également :
dz Z 0z dxy,
dt 4= Oy dt
Siz,y,z €K, on a encore :

d:_dz dy
de  dy dx
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80.4 Inverse fonctionnel

En considérant le cas particulier g = f~!

différentiable et posons b = f(a). On a :

Of 1(b) - 0f(a) = 0ld(a) = I

La jacobienne de l'inverse d'une fonction est donc 'inverse matriciel de sa jacobienne :

af 1 (b) =[0f(a)]”"

Notation

On note aussi :

oy _ (0r)"
or  \ 0Oy

dy _ (dz)”
dr  \dy

ou, pour des fonctions y: K — K :

80.5 Addition

Si f, g sont différentiables en a, on a :
fla+h) = fla)=0f(a) - h+ Es(h)
gla+h) —g(a) = dg(a) - h + E4(h)
En additionnant les équations ci-dessus, on obtient :
[f(a+h)+glat+ )] = [f(a) + g(a)] = [0f (a) + Dg(a)] - h
+E¢(h) + Ey(h)

Il est clair que :

B + By
h—0 |12l

La fonction f + g est donc différentiable en a et :

=0

O(f +g)(a) = 0f(a) + dg(a)

On peut montrer, cette fois en soustrayant les deux équations que :

O(f —g)(a) = 0f(a) — 9g(a)

80.6 Produit scalaire

Considérons deux fonctions f, g différentiables en a :
fla+h) = f(a)+0f(a) - h+ Ef(h)
gla+h) = g(a) + dg(a) - h+ E4(h)

Leur produit scalaire s’écrit :

477

,on a go f = Id. Choisissons un vecteur a o f est
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(fla+h)|gla+h)) = (f(a)]g(a))+ (f(a)]dg(a) - h) +(Df(a) - h|g(a))

+Ef~g(h)
Ef.g(h) = (Ef(h) | Eg(h)) + (Ef(h) | g(a)) + (E¢(h) | 9g(a)) +
(fla)| Eg(h)) + (0f(a) | Eg(h))
On a donc :
B M)
AT

ce qui nous montre que la différentielle du produit scalaire s’écrit :

D19 (h) = (f(a) | Dg(a) - h) +(0f(a) - h| g(a))

En terme de composantes, on a :

DUl9)( Zw] h Z fia) - 9;9:(a) + 0, fi(a) - gi(a)]

La représentation matricielle s’écrit donc :
0(f | g)(a) = [0g(a)]" - f(a) +[0f(a)]" - g(a)

80.6.1 Dérivée ordinaire

Dans le cas ot m = n = 1, cette expression se simplifie en :

dg

Lir-a)a) = 1) L)+ L(a) - gta)

80.6.2 Constante

Si une des deux fonctions est constante, soit g(x) = ¢ pour tout x, on a :

dg(x) =0
et :
d df df
ﬁ(f c)(a) = f(a) - 0+%( a)-c= d:r;( a)
Notation

On note aussi :

d(f-g)=df g+ f-dg
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80.7 Inverse multiplicatif

Soit les fonctions f, g : K — K reliées par I’équation :

fr9=1
En dérivant, on obtient :
df dg dl
w9t T
Donc, si g # 0, on a :
a __f . dg
dx g dz

Mais comme f(z) = 1/g(x), cela nous donne :

i (5) 0=~ @

80.8 Fraction

En appliquant les résultats précédents, on obtient :

w2 Q) @=1 (1) @=L - 15 Fw

et finalement :

9

d (f) (@) - g(z) — f(z) -

el ) = dz
dx (@) g(x)?
80.9 Dérivée d’une limite

Soit la suite de fonctions :

F={f,cR¥:necN}

convergeant en tout point x € R vers une fonction f: R +— R :

lim f,(z) = f(x)

Si la fonction f est différentiable en a € R, on a :

df(a) = liml[f(aJrh)—f(a)}

h—0 h
ol :
- h—0 E n—o0 N n—o00
lim [hm fola+h) — lim fn(a)}

= lim lim fula+h) = fn(a)

h—0 n—o0 h
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Chapitre 81

Différentielles et polynomes

Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les différentielles

81.1 Polynoémes

Soit n € N. Nous allons analyser la différentiabilité du monoéme g : R +— R défini par :

ot t"

pour tout ¢ € R. La formule de factorisation nous donne :

n—1
s"—t" = (s—1t) Zsi gt
i=0
On a donc :
n—1
st — 1" _ gi . gn—1-i
s—1
=0
Passant a la limite s — ¢, on obtient :
PO n—1 n—1
li — i, gn—1—1 _ n—1 _ L 4n—1
lim — z;t t z;t n-t
1= 1=

On en conclut que la dérivée existe sur R et que :

d, ., . st =t
a(t)_lslig s—t

La dérivée d’'une combinaison linéaire étant identique & la combinaison linéaire des dérivées (voir
dérivée d’'une somme et la multiplication par une constante), on en conclut que tous les polyndmes
sont dérivables sur R.

Uniformité

Choisissons «, f € R avec a < ( et analysons la différentiabilité sur l'intervalle [, 5]. Posons :

st —t" d
__t"
s—t dt( )

e(s,t) =
Sin=1,ona:

481



482 CHAPITRE 81. DIFFERENTIELLES ET POLYNOMES

s—t

e(s,t) = —-1=0

s—1t
Le mondéme de degré 1 est donc uniformément différentiable. Considérons a présent le cas ol
n > 2. Le passage a la limite nous montre que :

d n—1
—(t") = tz X tn—l—i
(1) ;

En utilisant les propriétés des sommes, on obtient :

n—1 n—1

e(s,t) = Z gt gn—l=i _ Zti n—1-i
i=0 i=0
n—1

_ Z(sl _ ti) gn—l-i

1=0

En factorisant tous les s* — %, on a alors :

n—1 i—1
e(s,t) = Zt"‘l_i (s —1t) sk imiok
i=0 k=0

et comme s — ¢ ne dépend pas de 7 :

n—1 i—1
e(s,t) =(s—1) Z g1 Z gk =ik
i=0 k=0

Si on pose M = max{|a|,|f|}, on a clairement |s|,|t| < M. On peut alors trouver la borne
supérieure :

i—1

n—1
)] < ls—t] 30 3
=0

k=0
n—1
S |S . t| Z Mn—l—z i Mz—l
=0
n—1
< s —t] M2 Z@
=0

1
< 5 s —t| M" 2 (n—1)n

Fixons a présent ¢ > 0. Il suffit de prendre :

2¢
|S_t|§6§M"‘2'(n—1) n
pour avoir :
M"2.(n—-1 )
efs, ) < LU0

Comme on a :
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on dispose de la borne supérieure :

|1(s) = p(t) = Ou(t)] < le(s,t)] - [s =] < e-[s — 1

Comme le choix de ¢ ne dépend ni de s ni de ¢, le mondéme p est uniformément différentiable sur

[, 1.

On généralise aisément & un polynéme quelconque :

n

p(z) = Zai -zt

i=0
en constatant que :

[p(s) = p(t) = Ip(t) - (s = )] < [s — 1| Z |ai] - ei(s, t)]

ol e; est erreur obtenue avec le mondéme de degré ¢. Mais comme on peut trouver des d; tels
que :

lei(s, )] <

€
2.l

il suffit de choisir 6 = min{dy, d1, ..., d,,} pour avoir :

as
Sl oy
> lajl
Tout polynéme est uniformément différentiable sur des intervalles de la forme [« 5]. Cette géné-

ralisation montre aussi que toute combinaison linéaire de fonctions uniformément différentiables est
uniformément différentiable.

p(s) — p(t) — Op(t) - (s —t)| < |s —t] - €-
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Chapitre 82

Dérivées des puissances

82.1 Introduction

Nous allons évaluer les dérivées des fonctions f : z +— z® ot x, @ € R.

82.2 L’inverse multiplicatif

Commencons par :

On en déduit que :

x-dy+y-de=d(1)=0

O D .
de \z) de  x= 22

82.3 Puissances négatives

ce qui nous donne :

Counsidérons la relation :

n

y=x
ou n € N. On définit la variable intermédiaire z telle que :
2=zt

y=2z"

On en déduit :

dr ~ dz dr
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82.4 Racines

Toujours pour n € N, considérons la relation :

Posons a = 1/n. On a :

d_y:n n—lzn.y y—cx
dx
Donc :
d
_x:a_ a—1
dy

82.5 Puissances fractionnaires

Choisissons a présent :

y = mm/n

oum € Z et n € N. Définissons la variable intermédiaire :

z=2za"
On a alors :
y = Zl/n
Posons a = m/n. La dérivée s’écrit :
dy dy dz 1 1 1
Y = 2 — — . 2n m-x
dr dz dzx n
= q-% ™. :Em—l
= - a—1
On a donc :
d «@ a—1
— ()=« -z
o (%)

82.6 Puissances réelles

Par passage a la limite, on obtient :

pour tout a € R.



Chapitre 83

Différentielles et matrices

83.1 Applications linéaires

Soit A € M(R,m, n). Considérons la fonction A : R™ x R™ — R définie par :
Alz)=A-x
En terme de composantes, on a :
Ai(x) = Ay
J
Les dérivées s’écrivent :

0A;

On a donc :
0
(A=A
ax( z)

83.2 Formes linéaires

Soit u € R™. Considérons la forme linéaire ¢ : R” — R définie par :

plr) =" -u

En terme de composantes, on a :
p(x) = E L - Uy
i
Les dérivées s’écrivent :

On a donc :

Comme u* - x = x* - u, on a aussi :
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83.3 Formes bilinéaires
Soit a présent A € M(RR, m,n). Considérons la forme bilinéaire 9 : R™ x R" +— R définie par :

Hz,y) =a"- Ay

En terme de composantes, on a :
Iz, y) = sz - Aij -y
i?j

Les dérivées s’écrivent :

On a donc :
9, .
%(ffﬁ y)=A-y
0
a—y(x*-A-y) =A"-x
Les dérivées secondes s’en déduisent alors :
82
L A-y) =0
0x0x (@ v)
82
L Ay) =0
6y8y(x Y)
82
LAy) = A
D0 (z Y)

83.4 Formes quadratiques

Soit a présent A € M(R, n,n). Considérons la forme quadratique Q : R™ x R" +— R définie par :

Qz)=z"-A-x

En terme de composantes, on a :
i?j

Les dérivées s’écrivent :

J i

= ) (Api+ Ay) 2

2
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On a donc :
0
3:10( Ax)=(A+ A
La dérivée seconde est alors immédiate :
o2
axax(x*-A-x) =A+ A"
Un cas fréquent est celui d’'une matrice H hermitienne (H* = H). On a alors :
8835( -H-x)=2-H-x
et :
af;x(:c*~H'x):2~H

83.5 Produit matriciel
Soient les fonctions A : R — M(R,m,n) et B : R — M(R,n,p) qui, & chaque réel ¢, associent

des matrices de composantes réelles. Nous allons tenter de trouver une expression de la dérivée du
produit matriciel A - B. Les propriétés des différentielles nous permettent d’écrire :

0> Ault) - Biy() ZaAm - By(t +2A,k - 0By (t)
k=1

On a donc :

O(A-B)=0A-B+A-0B

ou, symboliquement :

d(A-B)=dA-B+A-dB

83.6 Matrice inverse
Considérons le cas o A est carrée (m = n). En dérivant la relation A- A~! = I, on obtient :

O=dl=d(A- A =dA- A1+ A.dA7!

et donc :

dA™) =—A"1. dA- A
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Chapitre 84

Résolution d’équations

84.1 Introduction

Soit une fonction F : R" — R"™ et ’espace des solutions :

S={seR": F(s) =0} =ker I’

Nous allons tenter d’obtenir itérativement une estimation d’'un s € S. On part d’un certain xy € R"
et on essaie & chaque itération :

Tppr = I(xr) = o + A

d’améliorer la qualité de notre estimation, c’est a dire de rapprocher F(x,;1) de zéro. On espére
que pour K assez grand, on aura :

F(xg) =~ lim F(z;) =0

k—o0

A moins que l'on ait déja une vague idée d’une région X C R" contenant une solution s € S, on
choisit en général o = 0.

84.2 Newton-Raphson

On demande & chaque étape que le développement du premier ordre autour de x; s’annule en
Trr1 = T + Ag. On impose donc :

F(ZL’;H_l) =~ F(ZL’k) + aF(ZEk) . Ak ~0

On est amenés a résoudre le systéme :

Si la matrice OF () est inversible, on a :

et :
Tyl = T — [8F(ZL‘]€)]_1 . F(ZL‘k)

491
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84.3 Banach

On voit que la condition F'(s) = 0 est équivalente & F'(s) + s = s. On définit donc la fonction
f:R" — R" par :

flx) = F(x) +x

pour tout x € R™, et on cherche un s tel que f(s) = F(s) + s = s. Si f est contractante, on
applique le théoréme de Banach en itérant simplement par :

Tpy1 = f(a) = ka(Io)

Pour K assez grand, on a alors :

T ~ lim 2, = s
k—o0

84.4 Meéthode hybride d’Aitken

Supposons a présent que F, f : R — R avec f(z) = F(x)+x pour tout z € R. L’idée est d’utiliser
simultanément les deux approches F'(s) =0 et f(s) = F(s) + s = s. Soit :

dFr
= %(ﬂf)

Supposons qu’au bout de k itérations on ait obtenu x; comme approximation de la solution s.
On commence par effectuer deux f-itérations en partant de xy :

F'(x)

Ug = Tk
ur = f(uo)
uy = flu)

Les valeurs de F' s’écrivent alors :

Fug) = f(uo) — uo = u1 — up
F(Ul) = f(ul) — Uy = Uy — U
On se sert ensuite du développement :
F(Uo) =~ F(Ul) + F,(U1> . (UO — ul)

pour approximer F” :

On a donc :

F(uy) ~ (ug —ul) — (ug — up) _ (ug — 2uy + wp)

Uy — U Uy — W

On applique ensuite 'itération de Newton-Raphson :

_ F(zy)
F'(xy,)

en remplacant la dérivée F’ par son approximation :

Tk+1 = Tk



84.4. METHODE HYBRIDE D’AITKEN 493

2

X =T —<UI — Uo)
k+1 — &k —

Ug — 2U1 + Ug

On espére que la suite des x; ainsi définie converge plus vite vers la solution s que la suite des

f¥ (o).
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Huitiéme partie

Analyse
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Chapitre 85

Théoréme de Rolle

Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les différentielles
— Chapitre 72 : Les intégrales

85.1 Extrema locaux

Soit f: A+ R avec A C R". Supposons que f soit différentiable et atteigne un minimum local
ena€intA. On a:

fla+h) = f(a) =D](h) + E(h)
fla—h) = fla) = =Df(h) + E(~h)
Fixons ¢ > 0. On peut trouver 9; > 0 tel que :
|E(h)| <€ |h]
pour tout i € B(0,d;). On peut aussi trouver do > 0 tel que :

fla) < fla+h)

pour tout h € B(0,0,). Posons 6 = min{dy,d2} et choisissons h € B(0,0). On a également
—h € B(0,6). Donc :

DI(h) = f(a+h) — f(a) = E(h) > —E(h) = —¢- ||—h||
D/ (h) = f(a) — f(a—h) + E(=h) < E(=h) < e- ||l

On en conclut que :

[D7(h)] < e-[lhll

Posons v = §/2 et remarquons que l’ensemble de norme fixe N = {h € R™ : |h|| = 7} est inclus
dans B(0, 9). Les propriétés des applications linéaires nous disent que :

17]| = sup {% I0I(h)||: h e N}
Or, la borne nous dit que :
= DI(h)] <€
Y
quel que soit € > 0 et h € N. Donc :

497
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127 =0
ce qui implique que :
D=0
La différentielle s’annule donc en un minimum local. On montre de la méme maniére que la

différentielle s’annule en un maximum local.

La Jacobienne

La Jacobienne étant la représentation matricielle de la différentielle, elle s’annule également aux
extrema locaux.

85.2 Théoréme de Rolle
Soit f € Cont'([a,b],R) avec f(a) = f(b). Comme f est continue, il existe A, € [a, b] tels que :
f(A) = min f([a, 0])
f(o) = max f([a, b])

85.2.1 Configurations

Plusieurs cas peuvent se présenter :
— A < f(a) = f(b) < o : dans ce cas, la fonction atteint ses deux bornes a l'intérieur de
I'intervalle :

{X o} C a0

Comme les extrema sont aussi des extrema locaux, on a :

0f(A) = 9f(0) =0

— A < f(a) = f(b) = o : dans ce cas, la fonction atteint son minimum & l'intérieur de I'inter-

valle :
A€ Ja,b|
et on a:
f(A) =0
— A= f(a) = f(b) < o : dans ce cas, la fonction atteint son maximum a lintérieur de I'inter-
valle :
o € a,b]
et on a:
df(c) =0

— A= f(a) = f(b) = 0 : dans ce cas, on a :

A< flr)<o=A

pour tout z € [a,b], et donc :
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flz)=A
La fonction f est constante et f = 0. On peut donc prendre n’importe quel ¢ € Ja,b] , on
aura :

9f(c) =0

85.2.2 Conclusion

Dans tous les cas, on a au moins un ¢ € |a,b| tel que :

df(c) =0

85.3 Théoréme des accroissements finis

Soit f € Cont'([a,b],R) et la fonction g associée définie par :

o(@) = f@) - LT (o)
pour tout = € [a,b]. Comme g(a) = g(b) = f(a), on peut trouver un c € |a,b[ tel que :
0= dg(e) = o () - LU=
On a donc :
of(e) = 1O -1

On vient ainsi de démontrer le théoréme des accroissements finis.

Dimension n

On peut généraliser ce théoréme & une fonction f € Cont'(R™, R™). Soit u,v € R™. On considére
le segment [u, v] et la fonction associée ¢ : [0, 1] — R™ définie par :

ot)=u+t-(v—u)
pour tout ¢ € [0,1]. On pose alors :

g(t) =(foo)(t)=flut+t-(v—u))
pour tout ¢ € [0, 1]. En appliquant le résultat précédent aux composantes g; sur I'intervalle [0, 1],
on obtient un s € |0, 1] tel que :

9ai(s) = 2 =90 _ 1)~ 6,0) = fi0) ~ i(w)

En appliquant la formule permettant d’évaluer la dérivée d’une composition de fonctions, on
obtient :

0gi(s) =Y _0ifi(u+s- (v—u))- (v; — ;)
J
Utilisant la notation matricielle, on a donc :

f(0) = fu) = 0f(u+s-(v—wu))(v-u)
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Ce qui revient a dire qu’il existe un w € [u,v] C R" tel que :

fw) = f(u) =0f(w) - (v —u)

85.4 Théoréme de Cauchy

Le théoréme des accroissements finis nous donne un résultat sous la forme symbolique :

a _ Af
dr Az
Nous allons maintenant généraliser ce théoréme, et obtenir le résultat :
a _Af
dg  Ag

oit f,g € Cont'([a,b],R) et a,b € R. Considérons & cette fin la fonction h définie par :

Donec :

h(a) = h(b)

Appliquant le théoréme de Rolle & h, on peut donc trouver un ¢ € Ja,b| tel que :

0 = 0h(c) = [f(b) — f(a)] - g(c) — Of(c) - [9(b) — g(a)]

On a donc :

[£(b) = f(a)] - Og(c) = Of(c) - [9(b) — g(a)]
Si df(c) #0 et f(b) # f(a), on peut le mettre sous la forme :

85.5 Théoréme de I’Hospital

Soient F, G deux fonctions continues sur I = [«, (] et dérivables I'\{a}, avec a € int I. Supposons
que les deux fonctions s’annulent en a :

Fa)=G(a) =0

Soit alors h # 0 tel que b =a+ h € I\ {a}. En appliquant le théoréme de Cauchy a F' et G, on
trouve un ¢t € |0, 1] tel que :
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[F(b) — F(a)] - 0G(a+t-h) =[G(b) — G(a)] - OF(a+1-h)
Mais comme F' et GG s’annulent en a, on a :
F(b)-0G(a+t-h)=G(b)-0F(a+t-h)
Si de plus G ne s’annule pas sur I, on peut écrire :

OF(a+t-h)  F(b)

0G(a+t-h)  Fla)

On voit en faisant tendre h vers 0 que les limites, si elles existent, doivent étre identiques. On a
donc :

lim F(z) = lim 0F(a)
z—a G(SL’) z—a 8G(a)

85.6 Uniformité

Nous allons & présent montrer que toute fonction continument différentiable sur un intervalle de
la forme [« B] y est uniformément différentiable.

Soit une fonction f € Cont'([e, 5], R). Comme la dérivée Of est continue sur [a, 8], elle y est
uniformément continue. Fixons ¢ > 0. On peut donc trouver un § > 0 tel que :

0f(s) = Of(t)] < e

pour tout s,t € [a, (] vérifiant |s — t| < 4. Si s =, on a bien évidemment :

|f(t)_f(t)_af(t)'(t—t)|:Ogg.(t_t)zo

Considérons a présent le cas s # t. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que s < t.
Le théoréme des accroissements finis nous dit qu’on peut trouver un vy €ls, t] tel que :

f(t) = f(s)

0f(v) = = —

On a donc :

w —0f(s) = 0f(v) — 0f(s)

Mais comme |y —s| < |t —s| < J,ona |0f(y) —If(s)] < e€et:

f@t) — f(s)

— —0f(s)| < e

On a donc bien :

[f() = f(s) =0f(s) - (t = s)| < e[t — 5]

pour tout s,t € [a, (] vérifiant |s — t| < 4.

Remarque

Le théoréme n’est pas applicable aux autres types d’intervalles. Cela ne marche pas sur |, 8| par
exemple.
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Chapitre 86

Théoréme fondamental

Dépendances
— Chapitre 7?7 : Les différentielles
— Chapitre 72 : Les intégrales
86.1 Dérivée de I’intégrale

Soit une fonction f € Cont([a, 5], R), un réel a € [a, 5] et la fonction intégrale associée [ :
[, B] — R définie par :

I(x) :/ f(s) ds
pour tout z € [, #]. On constate que :
Ho)= [ sods= [ fGs)ds
a {a}
La mesure de Lebesgue du singleton {a} étant nulle, I'intégrale s’annule et on a :

I(a) =0

Nous allons chercher a évaluer la dérivée de la fonction intégrale I en un point quelconque b €

[, 1.

Nous utilisons dans la suite la notation abrégée :

L g / " 1(s) ds
[

I(b+h) =I(b) + / b+h

pour tout réel h tel que b+ h € [, B]. Quelle est la valeur de I'intégrale sur [b,b + h]? Fixons
e > 0. Par continuité de f, on peut choisir § > 0 tel que :

Par additivité, on a :

c’est-a-dire :

[f(b+s)—f(b)] <e

203
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pour tout s vérifiant |s| < §. Cela n’est possible que si :

fb) —e< flb+s) < f(b) +e

On a donc :

sup { f(b+s): |s| <3} < f(0) + ¢
im{f@+syLﬂg5}szy—e

Si nous choisissons h € (0,6), 'intégrale peut donc étre majorée et minorée par :

/b < (f() +€) - pr(a,a+ h]) = (F(b) +¢) - h

et :

b+h
/b > (f(b) =€) - prla,a+ ) = (F(b) =€) - h

Nous disposons donc des inégalités :

<f<b>—e>~hs/b+ <(fB) +e)-h

Autrement dit :

D’un autre coté, on a :

1o _I(b+h)—I(b)
) f(s) ds = h

Passons a la limite § — 0. On a alors h — 0 et :
— €< lim— <
f)—e<time [ <)+

Ces inégalités devant étre valables pour tout € > 0, on a forcément :

lmj@+2—um:f@

h—0

On en conclut que I est dérivable et que :

Autrement dit :
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86.2 Intégrale de la dérivée

Soit a, B € R avec a < 3. Soit la fonction F' € Cont' ([, 5], R) et sa dérivée continue :

dF
pr— F _ —
f=9 ds

Comme F' est continument différentiable sur [a, (], elle y est uniformément différentiable. De
méme, f est continue sur [a, 8]. Elle y est donc uniformément continue. Nous allons tenter d’évaluer

I'intégrale :
b b dF
/a f(s) ds:/ %(8) ds

a

avec a,b € [, 5] et a < b.
Nous utilisons dans la suite la notation abrégée :

/:= :f(S) ds

86.2.1 L’idée

L’idée intuitive est que :

En passant a la limite Az; — 0, on soupgonne alors le résultat suivant :

b
AF:/d—Fda:
. dz

86.2.2 La réalisation

Fixons ¢ > 0. Comme f est uniformément continue, nous savons qu’il existe ¥ > 0 tel que :

[f(x+h)— fz) <e
pour tout z, h vérifiant z,z + h € |o, 8] et |h| < 9. On en déduit que :

sup  f(§) < f(x) +e

Ee[z—1,z+9)

inf f(§) > f(z) —e

ge [2?—19,1‘+19]

On a donc les bornes pour l'intégrale :

z+h
@ -ghs [ <(@+h
Comme F' est uniformément différentiable, nous pouvons trouver @w > 0 tel que :
|F(x+h)— F(x)— f(z)-h|<e-h
pour tout z, h vérifiant z,z + h € [« 8] et |h| < w. On en déduit que :

Fx+h)—F(z)— f(z)-h<e-h
fx)-h—(F(x+h)—F(z)) <e-h

En considérant ces deux inégalités par rapport au centre f(x) - h, on obtient :
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Flx+h)—F(z)—e-h< f(z)-h<F(x+h)—F(z)+e-h

En soustrayant ou en ajoutant € - h a ces inégalités, on a :

F(z+h) — F(z) -2

e-h (x)-h—e-h< F(x+h)— F(z)
F(x+h) — F(z)

<f
<f(x)-h+e-h< F(x+h)—F(x)+2-h

Si |h| < min{¥, @}, nous avons de nouvelles bornes pour 'intégrale :

z+h
F(x+h)—F(x)—26-h§/ < F(z+h) — F(z) + 2 h

Choisissons a présent n € N tel que :

'b—a

<
- ‘_mm{ﬂ,w}

Posons h = (b — a)/n et définissons la série :

On a alors a = 2o < 71 < ... <z, = b. Les propriétés des sommes nous disent que :

n

Y (Flx:) = Flain)) = Flxa) = F(zo) = F(b) — F(a)

=1

D’un autre coté, on a clairement :

> / / |
i=1 7 %i-1 a

Si nous appliquons les bornes précédentes avec © = x;_1, nous avons z + h = x; et :

i—1

En sommant sur ¢ = 1, 2, ..., n, nous obtenons par conséquent :

F(b)—F(a)—Qe-h-ng/bgF(b)—F(a)+2e-h-n

Mais comme h -n = b — a, cela devient :

F(b)—F(a)—2e-(b—a)g/bgF(b)—F(a)JrZe-(b—a)

Ces bornes devant étre satisfaites pour tout e > 0, on en déduit que :

On a donc finalement :
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86.2.3 Primitive

Cette relation permet de calculer I'intégrale d’une fonction continue f : ¢ — f(t) lorsqu’on connait
une fonction F' vérifiant :

dF
pria

On appelle « primitive » de f une telle fonction F'.

86.2.4 Notation

On note aussi :

AF:/dF

86.3 Polynoémes

On sait que :

d ny __ L 4n—1
a(t)_n ¢

Comme n est constante, on peut le réécrire :

i ﬁ =1
dt \n)
d thrl
- —m
dt (m + 1)

b
bm+1_ m+1
/ it =%
a m+ 1

ou, en posant m=n —1:

L’intégrale s’écrit donc :

On a en particulier :

T m+1
/ -
0 m—+1

86.3.1 Exemples

x 2
tdt =2
] 9
x 3
2dt="2
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86.4 Valeur moyenne

86.4.1 Accroissements finis

Soit des réels distincts a,b vérifiant a < b, la fonction f € Cont([a,b],R) et la fonction F' :
[a, b] — R définie par :

Flz) = / ) dt

pour tout x € [a,b]. Comme F € Cont'([a,b],R), le théoréme des accroissements finis nous dit
qu’on peut trouver un ¢ € |a,b[ tel que :

OF(c) = & (bg = aF (@)
On sait que :
OF(c) = f(c)
On a aussi :
b
F(b) :/ f(t) dt
et :

Flay= [ sy di= [ o) d
a {a}
La mesure de Lebesgue du singleton {a} étant nulle, I'intégrale s’annule et on a :

F(a)=0
On a donc F(b) — F(a) = F(b) et :

10 = = [ s a

86.4.2 Théoréme de Cauchy

Soit des réels distincts a,b vérifiant a < b, les fonctions f,g € Cont([a,b],R) et les fonction
F,G : [a,b] — R définies par :

pour tout x € [a,b]. Comme F,G € Cont'([a, ], R), le théoréme de Cauchy nous dit qu’on peut
trouver un ¢ € |a,b| tel que :

OF(c) - [G(b) — G(a)] = [F(b) — F(a)] -0G(c)
On sait que :

IF(c) = f(c)
9G(c) = g(c)
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On a aussi :

et :

On en conclut que :

b b
ﬂ@/wmmW@/f@ﬁ

Si I'intégrale de g et g(c) sont non nuls, on peut mettre cette relation sous la forme :

flo) _ Juf(t)dt
g(c)  [Pg(t) dt

86.5 Intégration par parties

Soient f,g € Cont'(R,R). On se rappelle que :

of-g)=0f-g+f-0g

et comme on a :

/auwnmszrmw—ﬂwgm>

on obtient la formule d’intégration par parties :

b b
/fmrmmmzum@—Uamw/hﬁwmmm

86.5.1 Stieltjes

Le résultat est également valable lorsqu’on utilise les mesures de Stieltjes associées a f et ¢ :

[ 1@ dgte) = AG g~ [ oo a5

86.5.2 Dérivée constante

509

On considére le cas particulier ot dg = 1. Une exemple de fonction g vérifiant cette propriété est

simplement g = Id. On a donc g(z) = z et :

/jf(x) d””“’:/abf@’)'ldw:/abf(:c)-ag@) do
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L’intégration par parties nous donne :
b b
[ #a)de = @) b= f@)-a [ of) ads

86.6 Changement de variable

Considérons une fonction f € Cont(R,R) et un changement de variable z = ©(s) ou ¢ €
Hom'(R,R). Soit la mesure de lebesgue ([, B]) = 8 — a.

86.6.1 L’idée

Zszxz:;fz ii: - As;

On devrait donc avoir par passage a la limite :

/fdx:/fili—ids

On applique le méme procédé qu’a la section 86.2. Si x est proche de y, on a :

86.6.2 La réalisation

/:%f(x%(y—x)

Posant s = ¢ !(x) et t = p~!(y), on a aussi :

y— 2= p(t) = p(s) = S2(s) - (1 = 5) +ells — )

oll e converge plus vite que s — ¢ vers 0. On en conclut que :

[ e e -9

On remarque que le second membre est une approximation de 'intégrale de la fonction :

F(s) = (Fo)(s) - 2 (s)

sur lintervalle [s,t] = [p~ (), (y)]. Il ne nous reste plus qu’a sommer sur tous les petits
intervalles [x; 1, ;] et & passer & la limite h = x; — x;_; — 0 pour obtenir :

b ¢~ (b)
[ rarae= " o) s ds

'(a)
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Développements de Taylor

87.1 Polynémes de Taylor

Considérons un polynéme p : R +— R de degré n défini par :

p(x) = Z%’ X
1=0

pour tout x € R. Calculons ses dérivées :

i=1

O*p(x) = Z'yi i (i —1)- 22
i=2

k — - .. l' . i—k

"p(x) = nl-vy,

k—

Lorsqu’on évalue ces dérivées en 0, seuls les termes en 2¥~% = 1 ne s’annulent pas. On obtient

donc :

k!

ko) —
d"p(0) = o

Yk = k!

ce qui nous donne 'expression des coefficients de p en fonction de ses dérivées en 0 :

Cette expression est appelée développement de Taylor de p autour de 0.

011
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Généralisation

Soit a € R. La fonction r définie par :

r(t) =p(t+a)=> - (t+a)
i=0
pour tout ¢t € R est clairement un polynome de degré n. On a r(0) = p(a) et plus généralement :

9'r(0) = d'p(a)

pout tout ¢ > 0. Le développement de Taylor de r autour de 0 s’écrit :

) =S~ 0r(0) - £

2!

ou encore :

En posant r =t+a,onat=x—aet:

p(x) = p(t +a) = r(t)

Le développement devient :

Cette expression est nommeée développement de Taylor de p autour de a.

87.2 Opérateur de Taylor

Soit a, f € R avec o < 3, une fonction f € Cont™ ([a, 5], R) et a € [, 3]. Par analogie avec le
développement de Taylor des polynomes, on définit 'opérateur de Taylor T2V par :

TN (f)(z) =)

pour tout z € [a, f].

87.2.1 FErreur

L'erreur EY de 'opérateur T2V est donnée par :

EY (f)(x) = f(z) = T," (f)(x)

pour tout z € [a, f].

87.2.2 Polyndomes

Si p est un polynéme de degré N, on a bien entendu T (p) = p pour tout a € R et EY (p) = 0.
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87.3 Forme intégrale

87.3.1 Premier ordre

Soit a, B € R avec @ < 3 et la fonction f € Cont?([r, 3], R). Le théoréme fondamental nous dit
que :

| or =t - 1@

pour tout a,z € [«, 5]. Appliquant le méme théoréme a la dérivée df, on a aussi :
| @1 at =05 - o5ta)

Intégration par parties

Soit u =0f et v =1d. on a :

/:u(x) dv(z) do = /;af(t) 1dt = /j@f(t) dt

L’intégration par parties nous donne :

/ " (@) 9u() dz = v() u(z) — v(a) ula) — / " o(t) dult) di

En tenant compte des définitions de u et v, on obtient :

/xaf(t) dt =x 0f(x) —a Of(a) —/xt O*f(t) dt

a

Appliquons le théoréme fondamental au membre de gauche :

£(2) — fla) = x 0f () — a O (a) - / LA de

(@) = fa) + 2 0f(@) ~ 0 0f(0) — | oA () de

a

En multipliant la relation :

0f(a) - 01(a) = [ 01(0) a

par x, on arrive au résultat :

z Of(z) =z 0f(a) —|—/mx O*f(t) dt

L’expression de f(z) devient alors :

F(@) = f(a) + 2 9f(a) —i—/x:c (L) dt —a Of(a) — /xt P F(t) dt

et finalement :

f(z) = f(a) + (z —a) - Of(a) + / 1) PF(t) di

Le membre de droite est appelé développement de Taylor du premier ordre de f sous forme
intégrale.
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87.3.2 Second ordre

Soit f € Cont*([a, 8], R). Comme Cont® C Cont? f admet un développement de Taylor du
premier ordre sous forme intégrale. Nous allons intégrer par parties le terme :

/x(x—t)-82f(t) dt
On sait que :
4 |pe -0 =0 D=0

Posons u = 0 f et :

1
vt —(z—t)?

2
On a :
/x Ov(t) u(t) dt = —/x(a: —t) O*f(t) dt
et :
/Zv(t) ou(t) dt = %/x(a; — )2 O°f(t) dt
Enfin :
; 1 2 92 1 2 92
/a(v-u)(t) dt = §(x—x) 8f(a:)—§(x a)® 0°f(a)
1 2 92
= 015(56—@) & f(a)
— —; (@—0)? f(a)

On en conclut que :

_/j(g; — 1) PS(t) dt = —% (z — a)? 0%f(a) — %/(m _ 02 0P () dt

ou encore :

/:(:c _ 1) 02 f(t) dt = % (z — a)2 9f(a) —i—%/:(x _ 42 O f(1) dt

Le développement du premier ordre peut dont se réécrire :

1

o) = fla) + (o~ 0) 0f(@) + 5 (o — o fla) + 5 [ (w17 1(e)

Le membre de droite est appelé développement du second ordre de f sous forme intégrale.

87.3.3 Ordre N

Soit f € Cont™*!([a, 8], R). On montre en intégrant par parties que :

/az(:c — )L ORf(t) dt = % (x —a)* 0" f(a) + %/x(x — 1)k OFFLf(t) dt
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pour tout k£ € Z[2, N]. On en déduit par récurrence le développement de Taylor d’ordre N de f
sous forme intégrale :

1

> 1 ¢ N aN+1
P =35 000w = g [ =000 @

87.4 FErreur

On a:

EN (D)) = @) = TX(D)a) = [ o= 0% 900 at

En appliquant le théoréme de Cauchy entre a et x aux fonctions F, G définies par :

F(z) = /Z(x — )N ONTLF(t) dt
G(z) = / w— ) dt

pour tout z € [a, ], on voit que l'on peut trouver un ¢ € |a,z[ si a < z ouun ¢ € |z,a[ si
xr < a tel que:

(=) Fz) = (z— )" 9" f(c) G(z)

Nt f(e) G(x) = F(x)
Comme :
G(r) = /I(x )N dt = —[(a: ) I a)NH}/(N—I— 1)
= —[O — (z — a)NH]/(N—l— 1)
= (z—a)""/(N+1)

z — a)Nt!

N+1 ( — F(g) — N AN+l
O (o) E— = P = [ @0 9V ar
On en déduit que :

(m _ a)NH

EY(f)(x) =" f(c) NrD

87.5 Forme différentielle

Soit une fonction f € Cont™*!([a, 8], R) et a,z € [a, B]. On définit la fonction F : [a, 3] — R
par :
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pour tout ¢ € [, 5]. On a :

F(z) = f(x) +0f(2) (x — x) + 0" f(x)

et :

F(a) = f(a) + 0f(a) (z —a) + 0" f(a)

La dérivée de F s’écrit :

OF(t) = 0F(1) + [9£(1) (~1) + 571) (x — 1)
#-tr) (-0 ornn U5

(x —t)N =2

B (z — )N
+ {—aN Yf(t) V2 + 0N f(t) ] ]
Ny @Yy (z—t)"
+ {—8 f(t) N1 +ONTLf(1) ~i 1
On voit que tous les termes s’annulent sauf le dernier, et :
(x—t)"
OF(t) = oV f (1) N

Soit G € Cont'([a, ], R). On peut appliquer le théoréme de Cauchy a F et G entre a et 2. On
dispose alors d'un ¢ € Ja,z[ sia < x oudun c € |z,a] siz < a tel que :

On en conclut que :

EN(f)(2) 0G(c) = 0¥ f(e)

87.5.1 Forme de Lagrange

Soit le choix :

on a .

et :
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La dérivée s’écrit :

La relation de Cauchy devient :

_ AN
SEY (D) (V1) - = 0" f(e) T (o v
On a donc 'expression de 'erreur :
N _ AN+l (z —a)N*!
Ea (f)(m)—@ f(C) (N+1)'
87.5.2 Forme de Cauchy
Soit le choix :
G:t—t—a
on a :
Gz)=z—a
et :

La dérivée s’écrit :

La relation de Cauchy devient :

EN(f)(@) = 9V f(e) O

A (x —a)

87.6 Borne

Soit f € Cont™*!([a, 8], R). Comme ON*! f est continue, sa norme ||| sur [a, 3] est finie et on

a|N+1
EN aN-l—l
B @) < ., T
On peut majorer cette expression en constatant que :
|x —a| <[ —a
La borne de 'erreur devient alors :
N+1

EN aN-i—l |/8 |

B )] < 0w, Lot
Le membre de droite ne dépendant pas de x, on a :

‘N—‘rl

2 < ol Bt
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87.7 Convergence

Soit f € Cont™([a, B],R). Si on peut trouver un o € R tel que :

10" flloe < 0
pour tout n € N, on a :
N41
N |ﬁ_a‘
1B Dl <o “m7or
On en conclut que :
N+1
i <o m B
0< Ju |EXD]. <o Jim E e =0

L’erreur converge vers zéro quand N tend vers I'infini :

lim ||EN(f)]|_ =0

N—oo o

87.8 Dimension n

87.8.1 Premier ordre

Soit  C R”, la fonction f € Cont' (2, R) et les vecteurs u,v € R” tels que le segment [u,v] est
inclus dans Q. On définit la fonction A : [0, 1] — R™ associée au segment [u, v] par :

As)=u+s-(v—u)

pour tout s € [0, 1], ainsi que la fonction ¢ = f o A qui vérifie :

p(s) = (foX)(s) = fluts-(v—u))
pour tout s € [0,1]. On pose :

h=v—u

La dérivée s’écrit :
Op(s) = Z@J(u%—s -h) - h;
ou, en utilisant la notation matricielle :

Op(s) =0f(u+s-h)-h

On a la valeur particuliére :

9p(0) = Of (u) - h

La dérivée seconde s’écrit :

D*p(s) = Zhj~8?if(u+s~h)~hi
i,



87.8. DIMENSION N 519

ou, en utilisant la notation matricielle :

O?o(s) =h*-Pf(ut+s-h)-h

Le développement du premier ordre de ¢ autour de 0 s’écrit donc :

o(s) = f(u)+s-0f(u)-h+ Ej)(s, h)

(c—0)

El(s,h) =h*-0*f(u+c-h)-h- 5

2
:h*-82f(u+c-h)-h-%
pour un certain ¢ € |0, s| . Mais comme :

p(1) = fluth)=f(v)

on en déduit le développement de f :

f)=fu)+0f(u) - (v—u)+ &, (h)

avec .

u

2
EL(h) :h*-62f(u+c-h)-h-%
pour un certain ¢ € |0, 1] .
Borne
Soit :
M? = max |95 ]|,
2y

On a:

u

1
E40)] < 5 -n 2 )

87.8.2 Second ordre

Soit f € Cont®(€2,R). Avec les mémes notations que précédemment, on a :

0*p(0) = h* - 0*f(u) - h

La dérivée tierce de ¢ s’écrit :

DPo(s) = Zﬁzﬂf(u—i—s “h) - hi-h;-hy

i1j7k

ou, en utilisant la notation tensorielle :
Po(s)=Pflu+s-h):h@h®h

Le développement du second ordre de ¢ autour de 0 s’écrit :

o(s) = f(u)+s 8f(u)-h+§ R* - 0*f(u) - h+ E%(s, h)

avec .
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3

Eﬁ(s,h):a?’f(quc-h):h®h®h-%

pour un certain ¢ € |0, s[ . Mais comme :

on en déduit le développement de f :

f) = fu)+0f(u) - h+h*-0*f(u) - h+ &E(h)

Ei(h)=83f(u+c-h):h®h®h%

pour un certain ¢ € |0, 1] .

Borne
Soit :
M? = max || 9.,
On a:
E2)| < 5 - M2

87.9 Notation

Soit la fonction £ : 2 C R™ +— R”, la fonction b : R — R et le vecteur ~ € €. On note
E ~o(b(h)), ou on dit que F est en o (b(h)), pour signifier que :

B
w0 b(IR])

On note E ~ O (b(h)), ou on dit que E est en O (b(h)), pour signifier qu’il existe M € R tel que :
[ER)[| < M - b([[A]])
pour tout h € €.

87.9.1 Puissance

Une famille de fonction souvent employée est la puissance :

b s x> 2t

pour un certain £ € N. On a alors o (hk) si

[ER)l

In*

et O (hk) si

IER)|I < M - |[A]*
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87.9.2 Relation
SiENO(hk),ona:

IEm| . M ||h||k_
= oo |||t =i [
d’ou :
E(h
o JECD
h=0 ||A||

et E~o (h"‘_l).

87.9.3 Cas particulier

Le O (1) implique une erreur bornée en valeur absolue, le o (1) implique la continuité et le o (h)
la différentiabilité.

87.9.4 Développement de Taylor

Pour toute fonction f € Cont™ (€, R"), 'erreur EN(f) du développement de Taylor d’ordre N
est en O (hV11).

87.10 Extrapolation de Richardson

Supposons qu'une fonction v nous donne une approximation de V' respectant :

v(h) =~V +C-h™+ O(h™)

pour un certain C' € R et pour tout h € [0, R] C R. L’entier m est appelé l'ordre de I'ap-
proximation. Supposons que l'on dispose de deux estimations de V; = v(h) et Vo = v(h/k). On a
alors :

Vi=uv(h) =V +C-h"+0(h"™")
h

E)m + O(h™ )

On se sert de la premiére équation pour obtenir une expression de C' - h"™ :

x@—umm—v+c-(

C-h"™ =V, =V +O(h™")

Posons :

On a alors :

Vo=V +r-C-F"+O0MR") =V +r-(V; = V) +O(h™)

On en conclut que :

(1—71)-V=Vy—r-Vi+O(hm™Y)

Ce qui nous donne 'approximation :
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ypotazrh 1—;% +O(h™HY

Cette approximation est plus précise, car l'erreur n’est plus en O(h™) mais en O(h™*1). On
appelle cette technique 'extrapolation de Richardson.

Cas particulier

Un cas particulier intéressant est celui ou I’approximation est d’ordre 1 et ot k = 2. On a alors :

V=2V, — Vi + O(h) = Vo + (Vo — Vi) + O(h?)

ce qui revient a faire 'approximation V' — V5 &= V5 — V7.



Chapitre 88

Développements d’Hadamard

Dépendances

— Chapitre 77 : Les différentielles
— Chapitre 72 : Les intégrales

88.1 Lemme de Hadamard

Soit la fonction f : R™ — R” et les vecteurs u,v € R™. On définit la fonction A : [0, 1] — R™
associée au segment [u,v] C R™ par :
A(s)=u+s-(v—u)

pour tout s € [0,1]. On a bien entendu A(0) = u et A(1) = v. On définit également la fonction
@ = f o\ qui vérifie :

p(s) = (foA)(s) = fluts-(v—u))

pour tout t € [0, 1]. On voit que ¢(0) = f(u) et (1) = f(v). Donc, en termes de composantes
dans R", on a :

F0) = 5w = i) = 0i0) = [ EhGs) ds

0

ouie{l,2,...,n}.
Voyons quelle est la forme de la dérivée :

Do) = Y Oufilut s (0w ON(s)

= > 0ifilu+s- (v—u) (v; —uy)
J
ou j € {1,2,...,m}. Si nous définissons :

Gij(u,v) :/0 Ojfilu+s-(v—u))ds

nous obtenons alors ’expression de la variation :
filv) = filw) =D Gijlu,v) - (v — uy)
J

923
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En termes matriciels :

G, v) = [Gis(u,v)], [/8f,u—l—s (v —u)) ds

1,J

est donc l'intégrale de la Jacobienne :

G(u,v) :/0 Of(u+s-(v—u))ds

et :

88.2 Deéveloppement du second ordre

Soit la fonction f € Cont*(R™ R) et les vecteurs a, h € R™. On définit la fonction X : [0, 1] +— R"
associée au segment [a,a + h) :

As)=a+s-h

pour tout s € [0,1]. Le lemme de Hadamard nous dit que :

f(a+h)—f(a):/0 Of(a+s-h)-h ds

Par définition de la dérivée seconde, on a :
Oif(a+s-h) Z hy- s+ ei(s-h)

ou erreur e vérifie :

lell _
h—0 Hh”

L’intégrale s’écrit alors :

fla+h)— Z/ [ Z hj-s+el(s-h)|-h;ds
La grandeur 0;f(a) - h; ne dépendant pas de s, on a :

/0 Oif(a) - hy ds = Dsf(a) - hi - (1—0) = i f(a) - h

D’un autre coté, comme s?/2 est une primitive de s, on a :

! 1
/SdS_— (12 = 0?%) = =
0 2

et donc :

1

Posons :
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:Zi:/olei(s-h)-hids

On a alors :

fla+h)— Z@f hi+ = Zh ) - hi + E(h)

En termes matriciels, cette expression fait intervenir la Jacobienne et la Hessienne :
1
flath) — f(a) = f (@) h+ 5 b 8 (a) - b+ E(h)

88.2.1 Comportement de ’erreur
Nous savons que, pour toute précision € > 0, nous pouvons trouver un 6 > 0 tel que :
le(M)
7]
pour tout h vérifiant ||h]] < . Comme |e;] < |le]| et |h;| < ||h||, on a alors :

<e

OIS / ei(s  h) - by ds

< nee |’

L’erreur décroit donc plus vite que ||A[?

0] _

h=0 ||

88.2.2 Dérivées ordinaires

Lorsque n = 1, le développement est simplement :

df 2f R

flat ) = (@) + 5o (@) bt S5 la) - T+ Ealh)

On constate qu’il est analogue au développement de Taylor d’ordre deux autour de a.

88.3 Développement du troisiéme ordre

Soit la fonction f € Cont®(R™ R) et les vecteurs a,h € R™. En évaluant le développement du
second ordre de chaque 0; f, on a :

2

Bif(a+s-h) +Zaﬂf h s+2hk 0. f(a )-hj-%+ei(h)

ol e ~ o (h?). En intégrant, nous obtenons une estimation de la variation de f :

fla+h)— Z/ Oif(a+s-h)-h;ds

Posons :
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L(h) = Z/O d;f(a) - h; ds
L(h) = Z/ h;-0if(a)-h;-s ds

Is(h) = —Z/ hi - Opif(a) -y - hy - s* ds

1,7,k

E(h) = Z/O ei(h) - h; ds

Comme s3/3 est une primitive de s?, on a :

L(h) = Zaf
I(h) = —Zh 9;if(a)

L(h) = Z% “hi - hy - hy,

1,5,k
et la variation de f est donnée par :

fla+h) = f(a) = Li(h) + Io(h) + I3(h) + E3(h)

En terme de notations tensorielles, on peut ’écrire symboliquement :

f(a+h)—f(a):8f(a)-h+%h*-82f(a)-h+é<83f(a)®h®h®h>3

88.3.1 Comportement de ’erreur

Nous savons que, pour toute précision € > 0, nous pouvons trouver un & > 0 tel que :

le(h)]

5]

N[ ~—

IN
™

pour tout A vérifiant ||h|| < 0. Comme |e;(h)| < |le(h)] et |h;| < ||h||, on a :
Es()] < Y

1
i 0

< nee Al

L’erreur |E3(h)]| est donc en o (h?).
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88.3.2 Dérivées ordinaires

Lorsque n = 1, le développement est simplement :
d*f h?  d3f h3

flath) = fl@)+ D(a)-h+ T T4 LT g

On constate qu’il est analogue au développement de Taylor d’ordre trois autour de a.
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Chapitre 89
Symétrie

Soit la fonction f € ContQ(]Rz,]R). Posons 0, = 0; et 0, = 0». Nous allons tenter d’évaluer les
dérivées secondes 0,y = 012 et Oy = 0a1. On note :

e = o(
1 = @@+ hy)
vz = o, y+h)
2 = p(@+hy+h)
oll ¢ = f ou une de ses dérivées. Comme 0,, = 0,0, et 0y, = 0,0,, on a par définition :
Ay = Oyfor — Oy fi1 = Onyf11 - h +o(h)
Ay:z: - axfl? - aacfll - 8yzf11 -h + O(h)
Multiplié par h, cela devient :
A$y . h - 8$yf11 : h2 + 0<h2)
Aye - h =0y fi1 - b* + o(h?)

On dispose également des développements d’ordre deux :

fo2 = for =0y for - h+ Oyy for - h; +o(h?)
fi2 = fir =0y fuir - h+ Oyy fr1 - h; +o(h?)
fo2 = fi2 = 0uf12 - h+ Ouz 12 - h; +o(h?)
iz — i1 =0uf11- b+ Opuf11 - h; +o(h?)

On en conclut que :

A,y -h=D+A,, +o(h?)

Ayp-h =D+ A+ o(h?)
ou l'on a posé :

D = fyo — for — fiz+ fu1

Ayy = (ayyfll - aynyl) - h?
Dgz = (a:p:vfll - axxf12) - h?

Par continuité de 0,, f et de Jy, f, on a :

929
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A
lim =% m (Oyy f11 — Oyyfo1) =0

h—0 h2 - /lllﬁo
. A:Bx .
flll—% - /{g%(amfn — Oz f12) =0

On en conclut que A, Ay, ~ o(h?). Comme la somme de deux erreurs en o(h?) donne également

une erreur en o(h?), on a :
A,y -h =D+ o(h*) + o(h®) = D + o(h?)
Ayz - h =D+ o(h*) + o(h*) = D + o(h?)
et :
Oy f11 h?* =D + 0(h2)
ayxfll : h2 =D+ O(hQ)
On en conclut que la différence 0, f11 — Oyz f11 ~ o(1) tend vers 0 avec h, ce qui n’est possible
que si :

axyfll = ayocfll

Nous avons donc prouvé que :

axyf<x7 y) = 8yxf(xv y)

Généralisation

On peut bien entendu généraliser & une fonction f € Cont?*(R™ R). On a alors :

i f = 05 f

oui,j €{1,2,...,n}. Si H=9?f, on écrit aussi ce résultat sous la forme :

H*=H

89.1 Dérivation par rapport a un parameétre

Nous allons a présent examiner ce qu’il se passe lorsque les bornes de l'intervalle d’intégration
(a,b: R~ R) et la fonction & intégrer (f : R x R +— R) varient par rapport a un paramétre. Soit la

fonction I : R — R définie par :

b(t)
I(t) = f(s,t) ds
a(t)

Pour une valeur donnée de ¢, posons :

¢u(s) = f(s,1)

L’intégrale de ¢; peut s’évaluer si nous connaissons une primitive ¢, telle que :

dipy
s = 6uls)

Mais cette expression consiste & évaluer la variation de v lorsque s varie, t étant fixé. Cela revient
donc a une dérivée partielle par rapport a s. Donc, si nous connaissons une fonction F' telle que :



89.2. DIFFERENCES FINIES 531

OF
g(sut) = f(sat)

nous pouvons réécrire l'intégrale :

bt

)
) F(s,t) ds = F(b(t), 1) — F(a(t), )

Il ne nous reste plus alors qu’a évaluer la dérivée de I par rapport a ¢t en utilisant la régle des
compositions de fonctions :

dl oF db oF oF db oF
0 = S (b)) S0+ S (000, 0) = S (al0), ) - (1) — S-(at), )

Si F e ContQ(RQ, R), la symétrie des dérivées secondes nous permet d’écrire :
or o |of| 0 |Of
ot Ot |0s| 0Os |0t

La dérivée partielle de F' par rapport a t est donc une primitive de la dérivée partielle de f par

rapport a t. On en déduit que :

7o OF OF
| Gt ds= 560 - Gtan)

pour tout «, B € R. Pour un ¢ fixé quelconque, on peut poser o = a(t) et § = b(t). Il vient alors :

dI OF db OF db M0 9 f
E(t) = g(b(t)yt) : E(t) - g(a(t),t) : %(t) +/a(t) a(sﬁ) ds

89.2 Différences finies

Soit une fonction f : R? — R™ deux fois continument dérivable. Nous allons voir comment évaluer
des approximations des dérivées premiéres et secondes de f. On note 9, = 0y et 9, = J». On choisit
les réels x,y et la variation non nulle h € R.

Dérivées premiéres
Soustrayons les développements d’ordre deux :

2

h

2

h
[ =hy)~ f(z,y) =h-0uf(w,y) + 7 - O flz,y)
On obtient :

f(x+h,y)—f(x—h,y) %2h8xf($ay)

et donc :

0xf(x,y) ~ f(x+h>y)2_hf(x_hay>

L’erreur est en o(h) = o(h?)/h. En procédant de méme avec y, on obtient :

3yf(x,y) ~ f($7y+h)2_hf<x’y_h)
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Dérivées secondes

On additionne cette fois les mémes développements et on obtient :

2

Pl hoy) + F(o = hy) & 26 (e,) + o 0 f(a,0) + o)

et donc :

L’erreur est en o(1) = o(h?)/h? et donc aussi petite que I'on veut pourvu que h # 0 soit
suffisamment petit. En procédant de méme avec y, on obtient :

9, f(a,y) = LV 22N ) 4 Ty 1)

On vérifie également en évaluant les développements en (z &+ h,y £ h) que :

8§yf<il§',y)%f('x—i_hyy"_h)—f(x_|_h,y—h>};2f<l’_h,y+h)+f(x—h7y_h)

La derniére dérivée seconde s’évalue approximativement par ij flz,y) = agy f(z,y).

Généralisation

Nous allons voir comment généraliser ces résultats aux dérivées d,; d'une fonction F': R" — R™.
Soit u € R" et les vecteurs de la base canonique ¢; € R". On définit les fonctions f;; : R" — R™ par :

fij(x,y) = Flut+z-¢+y-c)

On a clairement :

0 F(u) = 04fi;(0,0)
0ijF(u) = 0uyfi;(0,0)
(u)

= ayyfij (07 O)

II suffit donc d’utiliser les méthodes d’approximations des dérivées de f;; pour approximer les
dérivées de F'.



Chapitre 90

Distributions

90.1 Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les fonctions
— Chapitre 56 : Les fonctions linéaires

90.2 Formes et fonctions

On peut toujours associer une forme linéaire ¢ & une fonction intégrable quelconque ¢ en défi-
nissant :

(oru) = / u(e) - ¢(x) da

Inversément, on ne pourra pas toujours trouver une fonction ¢ correspondant a une forme linéaire
¢ donnée. On définira malgré tout I'intégrale généralisée en notant :

/ ulz) - p(z) dz = (p,u)
A

ou il ne faut pas perdre de vue que ¢ n’est pas nécessairement une fonction.

90.3 Formes et mesures

Soit u : A — R. A toute mesure i, on peut associer une forme linéaire /i par :

(i) = [ ule) dte)

Inversément, a toute forme linéaire /i, on peut associer une fonction u : P(R) — R par :

p(A) = (i1, 9.)

Toutefois, rien ne garantit que la fonction p ainsi définie est une mesure. En particulier, rien ne
garantit qu’elle soit positive.

90.4 Fonction et forme bilinéaire

A toute fonction K : A x B+ F, on peut associer une forme bilinéaire K par :

(u, K, v) = / ula) - K{,) o) dta) dv(y)

233
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pour toutes fonctions u, v : A — B. Inversément, & toute forme bilinéaire K, on peut associer une
intégrale généralisée en notant :

/AXBu(x) - K(z,y) - v(y) du(z) dv(y) = (u, K, v)

90.5 Définition

Nous nous intéressons ici au cas ot I'espace vectoriel F est un ensemble de fonctions intégrables :
E = F C Leb*(R,R). Les limites a I'infini doivent alors forcément s’annuler

lim w(z) = lim wu(z)=0
T—r+00 T—r—00

pour tout u € F.

90.6 Delta de Dirac

La distribution § € F* de Dirac est définie par :
(0, u) = u(0)

pour tout v € F'. Elle correspond bien siir a l'intégrale :

/R 5(z) - u(z) dz = u(0)

On remarque que :

[ 3t =) K€ 80— ) du(e) dvia) = Ko

90.7 Dérivée

En intégrant par parties, on a :

a——+00

/R;Z_Z(I) cv(z) dz = lim [u(a)-v(a) — u(—a)-v(—a)] — /Ru(x) . Z_Z(x) dx

mais comme les limites & 'infini s’annulent, cette expression se réduit a :

Ag—g(x)-v(x) dx:—/Ru(x)-%(x) dx

Par extension, on définit la dérivée Z—Z d’une distribution u par :

N
da:’v_ u’dm

pour tout v € F'.
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90.7.1 Echelon
Comme application, considérons la fonction échelon e, :

1 sit>0
0 sit<O

€+(2) = 00, 400) = {

Pour tout v € F', on a :

L S
dz /) “ iz
oo du

= _/0 %(x)d:v

Appliquons a présent le théoréme fondamental. Il vient :

<%U> - { lim v(z) — v(O)} =(0)

r——+00

On en déduit que :

d€+

— =)
dx

au sens des distributions.

90.8 Dilatation

Soit d, 'opérateur de dilatation :

da(u)(z) = u(a - z)

ol a > 0 est un réel strictement positif.
Le changement de variable £ = a - x nous donne d¢ = a dx et donc :

[itaa) ota) de =< [ ite) vicfa) a

On définit donc l'extension de cet opérateur aux distributions par :
1
(do(u),v) = . (u,di/a(v))

90.9 Reéflexion

L’opérateur de réflexion r se définit par :

r(u)(r) = u(=z)

Le changement de variable £ = —z nous donne d¢ = —dx et donc :

a

/Rﬂ(—x) v(x) de = lim u(—z) v(z) dx

a—+00 —a

= i = [ o9 ag

a—+00

—a

= lim (&) v(=€) dg

a——+00
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On définit donc l'extension de cet opérateur aux distributions par :

90.10 Translation

L’opérateur de translation ¢, est défini par :

to(u)(z) = u(x — a)

Le changement de variable £ = x — a nous donne d§ = dx et donc :

/R iz — a)v(x)de = / (O (€ + a)de

R

On définit donc les extensions de cet opérateur aux distributions par :

(ta(u), v) = {u,t-a(v))

90.11 Convolution

Les intégrales unidimensionnelles permettent de définir 'opérateur de convolution ©. Soit deux
fonctions u, v : R — R, leur convolution est une fonction v ® v : R — R définie par :

+oo

(uEV)(t) = / u(t —s) v(s) ds

—0o0

pour tout t € R.

90.11.1 Dirac

En utilisant les résultats ci-dessus, on arrive facilement a :
Comme :
on en déduit que §(—x) = d(x) et :

c’est-a-dire :

d@u="u

La distribution de Dirac est neutre pour le produit de convolution. On peut montrer que ce neutre
est unique.
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90.12 Corrélation

Les intégrales unidimensionnelles permettent de définir 'opérateur de corrélation § . Soit deux
fonctions u, v : R — R, leur corrélation est une fonction u g v : R — R définie par :

(ufv)(t) = / Oou(s+t) v(s) ds

o0

pour tout t € R.
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Chapitre 91

Formes différentielles

Dépendances

— Chapitre 77 : Les différentielles
— Chapitre 72 : Les intégrales

91.1 Intégrale d’un tenseur

Soit (¢q, ¢a, ..., ¢, ) la bace canonique de R et la fonction tensorielle T : A — T,,(R™) qui, & chaque
x € A associe un tenseur 7'(z) de la forme :

T(x) = Z tijop(x) ¢ ®GR ...,
G3yeesP

L’intégrale de cette fonction est définie par :

/ T(l’) d/l([E) = Z ]ij...p G R ¢ ®...Q Cp
A

i7j7"'7p

ou chaque coordonnée [;; , est I'intégrale de la coordonnée correspondante de 71" :

Lij » = /Atij...p(:E) dp(z)

91.2 Produit extérieur

Soit du = dx = dxy ... dx, la mesure de Lebesgue sur R™. On sait que dx représente la mesure
de l’élément de volume [z, 21 + dz1] X ... X [2,, 2, + d2xy]. Etant donné que nous avons construit le
produit extérieur pour représenter (au signe prés) des mesures de surfaces et de volumes, il est tout a
fait naturel de le faire intervenir dans une mesure de Lebesgue. Soit la base canonique (ey, e, ..., €,)
de R™ et les vecteurs :

6i = dl’z © €

ou les dx; sont bien évidemment des scalaires. Si nous évaluons le produit extérieur des ces
vecteurs, nous obtenons :

51/\(52/\.../\(5n: Z Gij_”k'dl'l'51i'd$2'52j...'dﬂﬁn'(5nk

Z’Jv""k

Le seul terme ne s’annulant pas étant €; 5, = 1, on a finalement :
(51/\52/\.../\(5n:dl’1 d[[‘gdl’n:dl’

239
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Cette constatation nous ameéne a définir une mesure plus générale. Considérons a présent des
vecteurs infinitésimaux vy, vs,...,v, € R", c’est & dire des vecteurs dont la norme tendra vers zéro
dans I'intégrale. Afin de garantir la positivité de la mesure, nous définissons :

du = vy Avg A . Aoy

91.3 Tenseur différentiel

Il est méme possible de définir des tenseurs différentiels dU en choisissant m < n et en posant :

dU = v Avs A ... Ay,

Il est clair que dU € T,,_,,,(R™). On nomme ce type de tenseur une forme différentielle.

91.4 Paramétrisation

Soit m,n € N avec m < n et la fonction ¢ : U C R™ +— R", dérivable et inversible. Le but est de
paramétrer x sur ¢(U) par la relation z = ¢(u) pour tout u € U. Nous utilisons la base canonique
(e1,€3,...,e,) de R™ et nous posons :

0 = ¢(u + du; ;) — d(u) = 0ip(u) du;

Sur ¢(U), on utilise le tenseur différentiel :

La linéarité du produit extérieur nous permet d’ecrire :

dX = 016(u) A Oap(u) A ... A Op(u) duy duy ... duyy,
= 81gb(u) A 62@25(’&) VANRUAN 8mgz§(u) du

On définit le tenseur W € T,,_,,,(R™) associé & dX par :
W(u) = 01p(u) A Dap(u) A ... A Opmd(u)

Deux cas peuvent alors se présenter.

Fonction tensorielle

On peut évaluer I'intégrale d’une fonction tensorielle f : R" — T,(R") en utilisant la contraction
maximale avec dX. Comme on a I’équivalence x € ¢p(U) <> u € U, on a alors :

/ f(z): dX = / (f o d)(w) : W () du
o(U) U

Dans le cas particulier ott p = n — m, on obtiendra un scalaire.

Fonction scalaire

On peut évaluer l'intégrale d’une fonction scalaire f : R” — R en utilisant la norme de dX. On
a alors dox = ||dX|| et :

x)dx = o w) - ||W(uw)|| du
[ 1@ /U(f &) (w) - IV (w)]
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Pavé

Un cas particulier important est celui ou U = [aq, 1] X .. X [, Bm] pour certains «;, 5; € R. On

a alors :
B1 B2 Bm
/ N/ dul/ dug / di,,
o(U) a1 as am

91.5 Changement de variable

Nous considérons a présent le cas ot m = n. Nous utilisons la base canonique (eq, es, ..., €,) de
R™ et nous posons de nouveau :

On utilise la mesure :

dr = |01 AN dg A ... A\ 0y

On a alors :

dr = [010(u) A Oap(u) A ... A Opp(u) dul

Z €ij..k° 31¢2-(u) : 32(153'(“) R an¢k(u) du
0,4k

= |det 0p(u)| du

On voit donc apparaitre le déterminant de la Jacobienne de ¢. Comme on a ’équivalence = €
A+ u € ¢71(A), le changement de variable peut s’écrire :

= [ (goom laetoou)

Pavé

Un cas particulier important est celui ot ¢~ (A) = [ay, B1] X .. X [, Bn] Pour certains «;, 5; € R.

On a alors :
B1 B2 Bn
A [o%1 g Qp,

91.6 Intégrales de ligne vectorielles
Soit une fonction continue 7 : [a, b] — R™ définissant la courbe A = 7([a, b]). L’intégrale de ligne

d’une fonction f : R™ — R"™ sur cette courbe est I'intégrale de la contraction d’ordre 1 de f avec d~,
qui revient ici au produit scalaire du vecteur f(x) € A par le vecteur 0v(t). On a donc :

Aqu=/<quwmwMﬁ
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91.7 Intégrales de ligne scalaires

Dans le cas d’une fonction g : R” — R, on utilise comme mesure la longueur ||0y(t)|| de chaque
petit segment dA. On a alors :

/A gdA = / (g0 (1) - [97(0)]| dt

91.8 Contour fermé

Si v(a) = ~(b), on dit que le contour fermé, et on note en général :

1=,

91.9 Intégrales de surface vectorielles

Soit f:R"+— R" o: ACR"! — R" et la surface © = g(A). On définit les vecteurs :

pour ¢ = 1,...,n — 1. L’intégrale de surface est simplement la contraction d’ordre 1 :

/@f-d@:/A((foa)(uH(51/\.../\5n1>

qui nous donne un scalaire. Dans le cas particulier ot n = 3 et ou A = [Uy, Us] x [V1, V3], on a :

0 0
/@f-d@:/U du/ (foo)(u,v) (8—Z(u,v)/\8—3(u,v)> dv

91.10 Intégrales de surface scalaires

Soit f:R"—R", 0: ACR"! — R" et la surface © = o(A). On définit les vecteurs :

pour i = 1,...,n — 1. Utilisant comme mesure la norme du produit extérieur des d;, on obtient :

/fd@ /foa)( Vo161 A e A S|

Dans le cas particulier ot n =3 et ot A = [Uy, Uy x [V, V5], on a :

/efd@:/U du/ (foo)(u,v) Hg—g(u,v)/\%(u,v)

91.11 Intégrale de flux

Soit A C R” et la fonction a : R™ — R telle que :

dv

A={zreR":a(zx) <0}

On s’arrange de plus pour avoir a constante sur la frontiére :
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0A ={zx e R":a(x) =0}
On introduit le vecteur normal :

_ 1
EIKE

L’intégrale du flux sortant de la fonction f : R” — R"™ est alors donnée par :

| i) d

n

91.12 Daifférentielle

Soit une fonction f : R™ — R, les vecteurs infinitésimaux 4y, ...,0,_1 € R™ et la forme différen-
tielle :

w:f-él/\ég/\.../\én_l
Si f est différentiable, on définit la différentielle de w par :

0
dw:zﬁlf;’iz/\él/\§2/\/\5nl

ou :

R; = dl’l © €

On note aussi symboliquement :

dw=df Ndxy A\ ... Ndxz,

On peut montrer sous certaines conditions que l'intégrale sur la frontiére de A est alors donnée

par :
/ w:/dw
A A

91.13 Théoréme de Stokes

Soit f, g : R? — R et les vecteurs infinitésimaux :

ox = ey dx
oy = ey dy
Counsidérons la forme différentielle :
w = fox + gdy

Si les fonctions sont différentiables, on a alors :

dw—a—f5IA5x+g5y/\5x+@6x/\5y+@

- Ox oy ox dy 0y N0y

Mais comme :

dx Ndx =30y ANdy =0
oy Ndx = —dx A dy
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il vient :

_ (99 Of
dw_((?x 8y)51’/\5y

En intégrant, on obtient alors :

_ [ (% _9f
/9A(f6x+g5y)—[4(% ay)dx/\dy

Mais comme nous somme dans la base canonique, on a dx A dy = dx dy et :

dg 8f)
ox dy) = — — 2 | dz d
/(M(f + g dy) /A<8x o y



Chapitre 92

(Géométrie différentielle

92.1 Dépendances

— Chapitre 52 : Les vecteurs
— Chapitre 60 : Les produits scalaires
— Chapitre 62 : Les tenseurs

92.2 Coordonnées curvilignes

Soit l'espace vectoriel £ = R™ sur R. Les coordonnées curvilignes sont basées sur la notion
de position r, exprimée comme une fonction de certains parameétres x € R" que nous appelons
« coordonnées » de 1 :

r=p(x)

ou p : R* — R"™ Nous envisageons également le cas du changement de variable. La position
dépend alors d’'un autre jeu de coordonnées y € R™ :

r=o(y)
ot 0 : R® — R"™. Nous définissons les vecteurs fondamentaux e; et e! au moyen de ces fonctions :
dp
i) = 52 (2)

)= 50)

de telle sorte que :

dr:Zei dxi:Zei dy;

Nous supposons que (ey, ..., e,) et (el ...,e") sont des bases de E.

Courbe

Dans le cas ou x et y ne dépendent que d'un paramétre t € R, on a :

dr daz’ ; dy;
b Yty
On dit alors que la position r décrit une courbe.

245
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92.3 Changement de variable

Si les fonctions p et o sont inversibles, on a :

R . .. , . . -1 o -1 ozt y;
ol nous avons implicitement défini ¢ = p~ oo et ¢ = o7 o p. Nous notons o5 et 52 les

coordonnées des dérivées de ¢ et 1) suivant les bases formées par les e; et les e’ :

8¢ oz’
3% - Z 9y, G

i ayﬂ
ord oxI

La composition des dérivées nous donne les relations :

LA
; Oxt — Ot

J

Z al']

ox
¢’ = Z oxI 8y

qui nous permettent de relier les e; aux e’ et inversément.

92.4 Produit scalaire

Les produits intérieurs entre vecteurs de base se notent habituellement :

9i5 = (il ej)
gl = (e;] &)
g7 = ("] ¢)

Il est clair d’apreés les propriétés de symétrie de ce produit que :

9ij = Gji
gij — gji
9 =9

Le produit scalaire de deux vecteurs a,b € E définis par :

a—Za ez—z:aZ
b—Zb‘ez Zbie

peut s’écrire indifféremment comme :
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{(a| b) Z gi; a' b
{(a|b) :Zg a; b;
{(a|b) Z g; a; V
(a|b) Z gl a' b;
Et en particulier, la longeur ds d'un Changement de position dr vérifie :
(ds)? = (dr | dr) ng dx' da’ = Zgij dy; dy;

De plus, les relations entre les vecteurs e; et les vecteurs e’ permettent de déduire, en utilisant la
linéarité du produit scalaire :

gij = Y g’? _ Oy % gkl

" oxt 77 — ozt Oxd

g oxy oxF Oxt

g7 = 0= ) o o O
— gy’ ; Ay dy;

92.5 Dérivées primales d’un vecteur
Nous allons a présent voir comment évolue un vecteur a € E, que 'on note sous la forme :
a= Z a’ e

ol les coordonnées a’ € R tout comme les vecteurs de base e; dépendent des coordonnées z°. La
régle de dérivation d’un produit nous donne :

da:Zdai el-—irZak dey,
; k

La différentielle da* s’obtient directement :

. da’
da' =
oxJ
On peut suivre la méme régle avec de; :
aek
dey, = — da?
b OxJ
Les symboles de Christoffel { kzj } sont définis comme les coordonnées de % suivant la base

(€1, ..€p) :

8ek 1
@—Z{m}ef

Notons que comme :
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Oey, 9%r o*r e,

ori  Owioxk  Oxkori | Oz

{;fj}={fk}

On peut évaluer ces symboles si on connait par exemple les valeurs des :

158 - Z{5 ) e
- {5}

On a alors, pour chaque choix de k, 7 un systéme linéaire a résoudre. Il suffit d’inverser la matrice
G = (g!.)i.m pour obtenir les valeurs des symboles.
La dérivation d'un vecteur a € E s’écrit alors :

da:%:eidxj 8IJ+Z{ } ]

On définit les coordonnées :
Vja —@‘l—z]{:{ I{J] } a
Dans le cas ot les coordonnées dépendent d'un paramétre ¢ € R, on a :
da dz’? | da’ i 5
@S a—+2{m}]
da’ i p dad
2 e %+Z{ . } a %]

92.5.1 Dérivée seconde et géodésique

on a la symétrie :

Considérons le cas :

dr dz’
=G T2

7

L, . . i A
Les coordonnées de a sont clairement a® = ddit et la dérivée seconde :

d27‘_ ddr_da
dt2  dtdt  dt

s’écrit :
d*x’ i da® da’
=2 [W ]Zk{kj}ﬁﬂ

Les courbes o' = °(t) vérifiant ¢ W = 0 sont appelées des géodésiques.
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92.6 Dérivées duales d’un vecteur

Nous allons recommencer le méme processus, écrivant cette fois a € F sous la forme :

azg a; €'
i

Les coordonnées a; € R tout comme les vecteurs de base e’ dépendent des coordonnées y;. En
suivant la méme méthode que ci-dessus, on obtient :

da:Ze dy; [ayj—i-Z{ Z.]}ak]
k

0]

ou l'on a introduit de nouveaux symboles de Christoffel, définis par :

8€k kj i
8_113-_;{ e

Ces nouveaux symboles présentent la symétrie :

(7)-14)

92.7 Dérivées d’un tenseur
On étend simplement la notion de dérivée aux tenseurs en appliquant la formule :

dla®b) =da®b+a®db
ol a et b sont deux tenseurs d’ordre quelconque. Par exemple, pour le tenseur :

Y]
on a :

dT =) [dT} e;@ e + T} de; @ ¢ +T; e; ® de’|
(2]

qui devient, en introduisant les symboles de Christoffel :

i i m g,k mk i
de+Z{mk}7; dx +Z{ ; }deyk
k,m k,m

dTl = Zei & ej
1,J

92.8 Produit scalaire et symboles de Christoffel

Lorsqu’on différentie les g;;, on obtient :

dgi; = (dei]ej) + (ei] dej)

k k
k,l kil

On en déduit que :
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d9i5 k k

Définissons :

k
%’leZ{ il } 9kj

k

Les propriétés de symétrie des symboles de Christoffel nous montrent que :

Yiji = ity

Et comme (changement de l'indice [ en k) :

agij
ok Yijk + Vjik

On en déduit :

oxk oxt oxJ

89 09 Ogu
g]_l_ g]k gk, _ 27jz‘k

_ 2;{ jlk, } Gii

AFAIRE : LA FIN DU CHAPITRE EST A DEBROUILLONNER

92.9 Bases biorthonormées

92.9.1 produit scalaire

Nous considérons tout au long de cette section le cas particulier ot les bases sont biorthonormées,

c’est-a-dire :

gl =0

7

On déduit des relations liant les g%, g;; aux g/ que :

; ayl ox™
akl — R R |
i 8yl ox™ ;
gk — SLo?
9ikg ori ayk EYm
k,l,m
girg" = Oyy O’
i - ozt Oy,
- Oxt

On aurait de méme :

9" gr; = 6;
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92.9.2 Coordonnées
Les coordonnées d’un tenseur de la forme :
T=) THee. . 0doas..0d
i,k

ou il y a m indices i...7 et n indices k...l s’obtiennent facilement en utilisant la contraction double :

Tkl = <€] X ...R €i| T ‘el Q.. 6k>m,n

i...J

92.10 Dérivées des changements de variable

o' _ <€.| 6_¢>
y; " Oy,

Wi _ [ i)
0rr  \" ! B

92.10.1 Christoffel

Tenant compte de cette identité, I’équation reliant les symboles de Christoffel aux produits sca-
laires devient :

m _ 1 im agm ag]k OGi
{jk }_2;9 {8xk+ ot Dw

92.10.2 Dérivée d’un vecteur
La relation :
d(e'|e;) = dé? =0
nous conduit & :
(e 5} + (€] des) =0

{T}(elle] dyk+2{ }<e\el>dx _0
{7 s e

Par ailleurs :

8ai 8ai
dCLi = —dy] = %

da?
dy;

On peut donc réexprimer la dérivée duale comme :

da = Zeidxj [g;t; - g{ 2.13. }ak]

/Z:7j
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92.10.3 Gradient

On peut également définir le gradient d’un vecteur par :

Va = Z Vjaiei ® e
,J

de telle sorte que 1'on ait :

da = (Va|dr) =Va-dr

92.10.4 Dérivée d’un tenseur

7

o1 ; .
ax?ﬂLZ{ nik }TJ _Z{ZL{; }Tm

m

dl = Zei ® eldx

i7j7k

On définit alors les coordonnées :

oT"

N R L

m

V,T} =

92.10.5 Tenseur de courbure

Appliquons la formule de dérivation des coordonnées d’un tenseur dans le cas particulier ou :

T‘JZ = Vjai

8T’L 62 ai

i i
8xk e zm:{ } Era Z dak { Jgm }a

s{im-n{i)e i) )
‘Zl{j;}ﬂi:_zl{jlk}aﬂ Zlm{ }{zjn}“m

La somme de tous ces termes vaut VkT; = Vi V,a'. En interchangeant les indices j et k, on
obtient V;Vya’. On en déduit, en utilisant les propriétés de symétrie que :

ViV a' — V,;Via' = ZRm e

ot les R sont définis par :

;ykj:%{j;}—%{k;}+2{;§z}{jk}—¥{ﬁ}{kfn}

Ce sont les coordonnées du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel.



Chapitre 93

L’espace vectoriel des polynomes

93.1 Introduction

AFAIRE : ARRANGER LE CHAPITRE
Il est clair d’apres la définition des polyndémes que les espaces P,, sont des espaces vectoriels pour

I’ensemble des scalaires S = R et que :

Pn = Span{,UOa M1y ens ﬂn}

Nous allons montrer que (g, i1, ..., ptn) forme une base de P,. Pour cela, il nous reste a prouver
I'indépendance linéaire des p; :

n
Zaiui:O = q=a=..=a,=0
i=0
c’est-a-dire :
n
Zaix’:(J VreR = a=a1=..=a,=0

=0
Nous allons le montrer par récurrence.
Comme pip = 1 on a évidemment :

apl=0 = aqy=0

et la thése est vraie pour n = 0. Supposons a présent qu’elle soit vraie pour n — 1. Choisissons
pEP,:

p(z) = Z a;x’'
i=0
et supposons que p(z) = 0 pour tout z € R. Comme p(0) =0, on a :

CLOIO

donc :

ou 'on a définit ¢ € P, par :
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Il est clair que, pour tout x # 0, g(x) = 0. Mais comme les polynémes sont des fonctions continues,
on a:

4(0) = lim g(a) = 0

x#0

Donc ¢ s’annule également en 0. On en conclut que ¢(x) est nul pour tout z € R. Par ’hypothése
de récurrence, les coefficients de ce polynéme sont tous nuls :

Rassemblant les résultats, il vient :

ap=a1=..=a,=0

et (po, f1, -+, ftn) forme bien une base de P,.

93.2 Polynémes orthogonaux

Nous allons & présent voir comment construire des suites de polynémes orthogonaux pour le
produit scalaire :

wm—/pmwmwm

ou, lorsque c’est possible :
b
(plq) = / p(@)q(z)w(z)dz

93.2.1 Récurrence

On pourrait bien entendu partir de la suite de la base canonique de mondémes (1,z, 2%, ..., 2") et
I’orthogonaliser en utilisant le procédé de Gram-Schmidt, mais on peut arriver a un algorithme plus
rapide en utilisant les propriétés des polynémes. Soit (¢, ), une suite de polynémes orthonormés, ou
¢; est de degré . On a donc :

Wszl%@MWW%%m

Supposons que (¢y, .., ¢,,) forme une base de P,,. On peut vérifier que (¢o, ..., ¢, T¢,) forme une
base de P,.1. On peut donc représenter ¢, comme :

n—2
¢n+1 (ZL‘) = anxgbn(x) + bn¢n(x) + Cngbn—l(x) + Z dngz(l‘)
=0

Soit ¢ € {0,...,n — 2}. La condition d’orthogonalité de ¢, avec ¢; s’écrit :

n—2

(0| Pni1) = an (31| 26n) + bu (D | Gn) + Cn (Di] Gur) + D> d; (di] ¢5) =0

§=0
L’orthogonalité implique que :
(@i | D) = (Pi| Pn1) =0
(0i | ¢j) = ij

On a aussi :
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(@r] w0n) = [ wor(@)on(w)dn(e) = (wx] )
A
Mais comme ¢; est de degré ¢, z¢; est de degré i + 1 et on peut 'exprimer comme :
i+1
=i
§=0
Le produit scalaire devient alors :
141

(i 2n) = Zal (0] o) =

puisque j < i+ 1 < n. On en conclut que :

n—2
(Di | nt1) = Z%‘% =d; =0
§=0
Les conditions :
<¢n+1 | ¢n> = 0

<¢n+1 | ¢n—1> - O

impliquent respectivement que :

by = —an ($n | Tdn)
Cp = —dap <¢n—1 | x(bn)

La condition de normalisation :

<¢n+1 | ¢n+1> = Up <$¢n| ¢n+1> =1

nous donne alors la valeur de a,, :

<x¢n| IL‘an) - CL <x¢n | ¢n> - ai <$¢n| ¢n—1>2 =1
—1/2
an = [(20n] 26n) — (260 | 60) — (20| ur)?]
On voit donc que le choix du produit scalaire détermine :

|
=
o1 = al(f - <¢0 | x) ¢0)

ainsi que toute la suite de polyndémes.

93.2.2 Approximation

Soit une suite de polynémes orthonormaux (¢y, ...¢,) pour le produit scalaire :

mw»zlg@mwmmm

Nous cherchons 'approximation de u :

= sz@(iﬂ)
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qui minimise ’erreur au sens intégral :

m—wm—w%aéww—wmwwm>

sur P,. Imposant que la dérivée par rapport aux w; soit nulle, on obtient :

gA@umm»—mwumwzo

Mais comme :

mzé@wmmww

on obtient :

mz/@@wmwwzwﬁw
A

Ce qui n’a rien d’étonnant au vu des résultats du chapitre ??. On peut vérifier facilement que la
hessienne de I'erreur par rapport aux w; est bien positive. L’approximation ainsi définie :

wla) = 32 0ia) [ extw)at)duty)
i=0
w@) =3 [ a@oumuty)
i=0
minimise donc bien I’erreur sur I’ensemble des polynomes de degré n.

93.2.3 Intégration de Gauss

Soit une suite de polynémes orthonormaux (¢, ...¢,) pour le produit scalaire :

wwwaﬁw@mwmu>

Considérons la formule d’intégration :

I(f) = szf(%)

supposée approximer l'intégrale :

<ﬁ=ULU=Aﬂ@W@)

Fixons les points z¢p < z1 < ... < x,, et imposons que la formule soit exacte pour ¢y, ..., ¢,. On a :

(Pr) = Z w; ()

ou k =0,1,...,n. Définissant les matrices et vecteurs :

ces conditions se raménent A :
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OW = ¢

Si la matrice ®(n + 1,n + 1) est inversible, on a alors :

W=ao"p

La formule est alors valable pour tout polynéme de P,. Notons que

1

<¢k> = b0

(D% | o)

957

s’annule pour tout k& # 0. Si les racines de ¢, 1 sont toutes distinctes, on peut choisir les x; tels

que :

On a alors :

¢n+1 (:L’Z) =0

(Dn41) = I(dnt1) =0

et la formule devient valable sur P, ;. Mieux, considérons un polynome p de degré n+m + 1 ou
m > 0 et sa division euclidienne par ¢, ;. On a :

p(x) = q(z)¢nia(z) + 7(2)

Comme ¢ est de degré m, on a :

Sim < n, on a donc :

et :

m

q= Z(Mj@'

1=0

n

(qPns+1) = Z i (D | pny1) =0

1=0

Rassemblant tout ces résultats, on obtient :

/A f(a)dn(a) = 3 wif (@)

pour tout polynéme f € Py, 1. En pratique, on utilise ces formules d’intégration pour des fonc-
tions qui ne sont pas forcément des polyndomes.
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93.3 Legendre

Les polyndémes de Legendre sont orthogonaux pour le produit scalaire :

/_ ()P = — 2

- 5mn
1 2n+1

Ils obéissent a la récurrence :

PO(I) = 1
P(x)=x
(n+1)Pi1(x) = 2n+ 1)aP,(z) — nP,_1(x)

93.4 Interpolation

Un probléme d’interpolation consiste & trouver les coefficients : a; € R tels que la fonction :

n

u = E a; Uj

=1

ol les u; sont des polynomes de degré n, vérifie :

<¢i> U> =Y

pour tout ¢ = 1,2,...,m, oil les ¢; sont des formes linéaires de PX et les y; des réels donnés.
On utilise couramment des bases biorthogonales :

(03, uj) = 0y
et on a alors simplement :

a; = (¢i, u)

L’exemple le plus courant est :

(P, u) = u(w;)
vi = f(xi)

pour une certaine fonction f a interpoler. Les conditions ci-dessus se résument alors a ’égalité de
f et de u en un nombre fini de points :

u(z;) = f(z:)

On rencontre parfois aussi le cas :

93.4.1 Lagrange

Les polyndémes de Lagrange A; sont biorthogonaux aux formes :

(pi, u) = u(w;)

On a donc :
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(05, Ni) = Ni(zj) = b
Le polynoéme A; doit donc s’annuler en tout les points x;, ot j # i. On peut donc le factoriser
comme :

Ai(z) = A ] (@ — 25) = AiPy(x)

JEE;
ou E; = {1,2,....,n} \ {i}. Mais comme A;(x;) =1, 0on a:

et :

JEE;

Donc si on souhaite construire un polynome :

w(x) = Zull\l(l‘)
i=1
qui interpole u en les z; :

u(r;) = w(w;)

pour tout ¢ = 1,2, ...,n, il faut et il suffit de prendre :
u; = (i, u) = u(x;)

93.4.2 Newton

L’interpolation de Newton utilise des polyndémes construit récursivement & partir des polyndémes
de degré inférieur. Soit f la fonction a interpoler, p; ; le polynome de degré j —i :

j—i

pij(z) = Zakmk

J=0

tels que :

pij(x) = f(ar)

pour tous k € {i,i+ 1,...,5}. On voit que sii = j, on a :

Pii = f(ﬂfl)

Pour ¢ < j, on peut construire les p; ; par récurrence. On vérifie que :

(z — 2i)piy1j(w) — (v — 25)pi j1 ()

pij(z) =

satisfait bien aux conditions d’interpolation ci-dessus.
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Neuviéme partie

Optimisation
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Chapitre 94

Optimisation libre

94.1 Minimum

Théoréme 94.1.1. Soit ¢ € Cont*(R",R). Supposons que que a € R™ annule la Jacobienne (on
parlera ici plutét de gradient) :

dp(a) =0
Supposons également que la Hessienne en a soit définie positive, c’est-a-dire que :
A* - pa) - A >0

pour tout A € R"™ qui vérifie A # 0. Si ces conditions sont remplies, nous nous proposons de
montrer que ¢ atteint un minimum local en a. On peut donc trouver 6 > 0 tel que :

pla) < pla+A)

pour tout A € R™ vérifiant ||Al| < §. A Uinverse, si ¢ atteint un minimum local en a, les
conditions sur le gradient et la Hessienne seront remplies.

— Supposons que les conditions sur le gradient et la hessienne soit remplies. Le développement
d’ordre deux :

ola+ A)=p(a) + 0p(a) - A+ %A* -0%p(a) - A+ E(A)

ou E ~ o(A?) devient alors simplement :
1
ola+A) =p(a) + §A* -0*p(a) - A+ E(A)
Choisissons h € R"™. Pour un A € R quelconque, posons A = X\ - h. On a alors :

gp(a+A):go(a)—f-%-h*-82cp(a)-h+E()\-h)

Mais comme la Hessienne est définie positive et que E converge plus vite que [|[A]]* = X2- |||
vers 0, il suffit de choisir A > 0 assez petit pour avoir :

)\2
BB < 5 Ppla)
on a alors :

%A* L 0%p(a) - A+ BE(A) > %A* - Pp(a) - A — |E(A)] >0

et :

263
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plat B) = p(a) + 3 A Ppla) - A+ B(A) > pla)

Nous avons donc bien un minimum local de ¢ en a.
— Inversément, si ¢ atteint un minimum local en a, nous avons vu que la différentielle s’annulait.
La jacobienne s’annule donc aussi et le développement d’ordre deux devient :

1
pla+A) = pla) + 54" Fp(a) - A+ E(A) > ¢(a)
La condition de minimum local nous dit donc que :

A*-0%f(a)- A+ E(A) >0

Choisissons & nouveau h € R™ et posons A = A - h pour un A € R quelconque. On a alors :

2
%-h*-an(a)-h+E(A-h)zo

Divisant par A2, on obtient :

1 EQ-R)
S8 f(a) b4 22 2 s 0

Si on fait tendre A > 0 vers 0, on arrive a la relation :

%-h*-OQf(a)-hzo

Comme ce résultat est valable quel que soit A € R™, on en conclut que la Hessienne est définie
positive.

94.2 Maximum

Un raisonnement analogue nous montre que :

Théoréme 94.2.1. Soit p € Cont?*(R™, R). Supposons que que a € R™ annule la Jacobienne (on
parlera ici plutot de gradient) :

dp(a) =0
Supposons également que la Hessienne en a soit définie négative, c’est-a-dire que :
A* - 9Pp(a)- A <0
pour tout A € R™ qui vérifie A # 0. Si ces conditions sont remplies, @ atteint un mazimum local

en a. On peut donc trouver § > 0 tel que :

pla) > pla+A)
pour tout A € R"™ wvérifiant |A|| < 0. A Uinverse, si ¢ atteint un maximum local en a, les
conditions sur le gradient et la Hessienne seront remplies.

94.3 Equivalence

En pratique, on peut toujours se ramener & un probléme de minimisation. En effet, maximiser
une fonction revient & minimiser son opposé :

arg max () = arg min(—p())

Nous nous restreindrons donc dans la suite aux problémes de minimisation.
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94.4 Dérivées ordinaires

Pour des fonctions f : R — R, les conditions se simplifient en :

pour un minimum et en :

pour un maximuim.

94.5 Point de selle

af =
E(a) =0
d*f
@ =0
af .
d—t(a) 0
P2f
ae =0

965

Soit une fonction £ : R” x R™ +— R. Un point de selle (7, A) € R" x R™ est un couple d’élément

qui minimise £(z,y) par rapport a = et qui la maximise par rapport a y. On aura alors :

94.6 Convexité

Soit ’ensemble :

Une fonction ¢ : R” — R) est dite convexe si pour tout u,v € R" et (s,t) € L, on a :

Formulation équivalente

En substituant s = 1 — ¢, on obtient :

ou :

Différentielle

L(v,y) < L(7,A) < £(, M)

L={(s,t)eR?:(s5,t)>0et s+t=1}

Pls - utt-v) < s-p(u) +t- ()

plutt-(v—mu)) <epu)+i-(p) - e(u))

plutt-(v—wu))—epu) <t-(p0) - p(u))

Si ¢ est différentiable, on peut écrire par définition :

DI (v —u)) +o(t-(v—wu) <t-(p(v) = p(u))

On peut bien entendu faire sortir le ¢ par linéarité :

t-Df(—u)+o(t-(v—u) <t-(p(v) = p(u))



566 CHAPITRE 94. OPTIMISATION LIBRE

Il ne nous reste plus qu’a diviser par t et a faire tendre ¢ — 0 pour annuler le terme d’erreur. On
a alors la borne supérieure :

D70(v —u) <o) — p(u)

En termes matriciels, cela se réécrit :
dp(u) - (v —u) < p(v) — p(u)

Hessienne

Supposons a présent que la fonction convexe ¢ : R” — R soit deux fois contintiment différentiable.
Soit u,v € R™. Posons A = v — u. On considére le développement d’ordre deux :

1
p(v) = p(u) + 0p(u) - A+ 5 - A Pp(u) - A+ 0 (A7)
La borne supérieure de la différentielle nous dit que :
dp(u) - A < p(v) — p(u)
On a donc :

%'A*'aQ@(u)'A+O(A2):SO(U)—SD(U)—agD(u)-AZ()

c’est-a-dire :
A" Po(u) - A+0(A%) >0
Choisissons § € R" et t € R. Considérons le cas ot v=u+1-9. On a alors A =1¢-0 et :
6" p(u)-d+o0(t?6%) >0
11 suffit alors de diviser par t? et de faire tendre t — 0 pour obtenir :
- 9%0(u)-5>0

Comme ce doit étre valable pour tout o € R”, la Hessienne est définie positive en tout u € R".

Globalité

Considérons le minimum global :

A € arg min p(z)

z€R™

Supposons & présent que ¢ atteigne un minimum local en 7. On sait que @(A) < ¢(v) par
définition de A. Mais comme dp(y) = 0, on a aussi :

0=00(7) - (A=) <p\)—eo(y)
On en déduit que :

o(7) < p(N)

donc p(v) = () est également un minimum global.
Attention toutefois, cela ne prouve aucunement que le point minimisant ¢ est unique.



94.7. CONVEXITE STRICTE 567

Corollaire

Un corollaire important de ces résultats est que si ¢ est convexe et deux fois différentiable et que
'on trouve un point x tel que dp(x) = 0, ce point minimise localement ¢ car la Hessienne est définie
positive. Le réel p(z) est donc également le minimum global de ¢.

94.7 Convexité stricte

Une fonction ¢ : R™ — R) est dite strictement convexe si pour tout u,v € R™ tels que u # v et
tout (s,t) € L'\ {(1,0),(0,1)}, on a:

(s u+t-v) < s-p(u)+t- o)
Minima
Supposons qu’il existe deux u,v € R" distincts (u # v) tels que p(u) = p(v) soit le minimum

global de . On a alors :

(s ut+t-v) < s-p(u)+t-p)
< (s+1) - p(u) = p(u)

ce qui n’est pas possible puisque p(u) est minimum global. Il existe donc au plus un seul u € R"
minimisant globalement ¢ :

u = arg min o(z)

94.8 Concavité

Une fonction ¢ : R™ — R est dite concave si pour tout u,v € R" et (s,t) € L, on a :

(s-u+t-v)>s-1P(u)+t-P(v)

On voit que si ¢ est concave, ¢ = —1 est convexe. [.’équivalence max-min nous montre alors que
tout maximum local de ¢ est également un maximum global.

94.9 Concavité stricte

Une fonction 9 : R™ — R est dite strictement concave si pour tout u,v € R" tels que u # v et
tout (s,t) € L'\ {(1,0),(0,1)}, on a:

Y(s-u+t-v) > s-(u)+t-P(v)

On voit que si ¢ est strictement concave, ¢ = —1 est strictement convexe. L’équivalence max-min
nous montre alors qu’il existe au plus un seul élément de R™ maximisant globalement ).

94.10 Equation du second degré

Soit a, b, c € R avec a # 0. Soit le polynéme du second degré, ou polynome de degré 2 défini par :

px)=a-2*>+b-x+c
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pour tout z € R. Nous allons chercher un éventuel extrema v de ce polynome. La dérivée premiére

s’écrit :

est

dp

dx(m):la-x—l—b

La condition :

dp
%(7):2%%74—620
nous donne :
b
7= 2a
La dérivée seconde est donnée par :
d*p

Sia > 0, la dérivée seconde est toujours positive et v minimise localement p. On vérifie que p
strictement convexe, et on en déduit que 7 est 'unique réel qui minimise globalement p.
Par contre, si a < 0, la dérivée seconde est toujours négative et v maximise localement p. On

vérifie que p est strictement concave, et on en déduit que 7 est 'unique réel qui maximise globalement

p-

94

.10.1 Racines
Intéressons-nous a présent a l’écart par rapport a -y :
b
§—p —~— o
rT—7=x+ %0
On a donc :
b
r=7+0=——+49
2a
et :
d-b b?
2 2 2
— =42~
z” = (y+9) e

En injectant ces relations dans la définition du polynéme, on obtient :

) b2 b
2 b2
= N R —
a 4‘a+c

Cette expression nous permet d’obtenir les racines d’un polynéme du second degré. La condition :
p(@+7)=0
nous donne :

—4-a-c

62 =
4. q?

équation qui admet deux solution d,0_ :
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Vb2 —4-a-c

5+:

2-a
5 - Vb2 —4-a-c
- 2.4

Nous avons donc deux racines x,,x_ :

b+ Vb —4-a-c

2-a

Tt

—b—Vb?—4-a-c
2-a

Tr_ =

telles que p(z4) = p(xz_) = 0.

94.11 Moindres-carrés

Soit la matrice A € M(R,m,n) et le vecteur matriciel b € M(R,m,1). On aimerait trouver le
¢ € M(R™, n,1) qui minimise la norme de l'erreur e définie par :

e(r)y=A-z—0>

pour tout z € M(R”, n,1). Comme la fonction ||z|| — ||z||* est strictement croissante sur ||z €
R*, cela revient a minimiser :

E(z) = |la|* = e(x)" - e(x) = (A-z —b)" - (A~ —b)
En développant, on obtient :
Ex)y=a" - A" A x—a" A b—b"A-x4+b"D
Comme (A*- A)* = A*- Aet a*- A*-b=b"- A" -z, Pannulation de la dérivée nous donne :
0E(E) =2A" - A-£—2A"-b=0

d’ott 'on tire directement :

A A=A

Si A* - A est inversible, on en déduit que :

= (A" A7 A b

Orthogonalité
Considérons la partition en colonne A = [¢; ... ¢,]. On a alors :
‘i
A = :
o

La propriété :

A (A E—D)=A"A-E—A"-b=0

nous dit donc que les colonnes de A sont orthogonales au vecteur r = A - £ — b :
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(ei| T = ¢ v = ligne[A" - (A€ — )] = 0

Approximation de fonctions

On désire obtenir une approximation w d’une fonction v dont on connait les valeurs aux points
x1, ..., Ty, €n minimisant erreur :

m

Z(U(%‘) —w(z;))*

=1

On choisit alors les fonctions ¢1(x), ..., v, (x), ot n < m et on pose :

w(z) = Zai i)
i=1
En utilisant les matrices :
A = [pj(mi)]i;
a = [ay ag ... ap)"
b = [u(zy) u(zs) ... u(xn)]T

on peut réécrire le probléme de minimisation comme suit :

a=argmin(A-z—5b)"-(A-z—10)

z

La solution est donc :

a= (A AN A% b
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Projections

95.1 Minimisation de ’écart

Soit un espace vectoriel E sur R et des vecteurs z,y € E, ot x # 0. La projection de y sur x est
le vecteur :

p €span{z} ={v-z:v R}
qui minimise sur span{x} la norme usuelle |le|| = \/(e| e) de I'écart e séparant y de p. Afin de
trouver le A € R minimisant cet écart, on utilise la fonction £ : R — R définie par :
EM) =ly—vzly—vya2)=ly) —2-7 (e|ly) ++" (z]2)

pour tout v € R. Nous imposons 'annulation de la dérivée en un certain v = A qui minimise
potentiellement 1’écart :

0EN)=—=2-(z|y)y+2-A-(z|x)=0

ce qui nous donne :

Produit scalaire complexe

Nous nous placons a présent dans le cas plus général ol E est un espace vectoriel sur C. Le A\ défini
plus haut devient donc un complexe. Nous allons déterminer s’il minimise la fonction £ : C — R
définie par :

E) = |ly — v x|

pour tout v € C. Considérons le vecteur d’écart :

e=y—A-2x
On voit qu’il vérifie la propriété :
(xle)=(z|y) —A-(z]z) =0

On a donc aussi :

(e| x)y = conj(z|e) =0

On dit que le vecteur d’écart est orthogonal a x. Soit 'écart § =~y — A. On a alors y = A+ et :

o271
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y—v-r=y—A-r—o0-r=e—0-x

En utilisant les propriétés du produit scalaire, on en déduit :

E(v) = (e—é-x\e—é-:@_
(ele) =d-{e|lx) =8- (x| e)+ 0" (z]z)
e] ) + 10" - (x| z)

Comme |§|° - (x| ) est un réel > 0, on a finalement :

E(v) =z {ele) =E(N)

Notre paramétre A\ ainsi défini minimise donc bien £ sur C. De plus, si 6 # 0 on a |§ |2 > 0 et
E(vy) > (el e), ce qui prouve que :

A = argmin &(7y)
veC
est 'unique complexe a minimiser £. La racine carrée étant une fonction monotone strictement
croissante sur R, la norme ||e|]| = 1/E(A) est donc également minimisée et la projection s’écrit :

g fl9)

(x| )

95.2 Théoréme de Pythagore

Calculons & présent la norme de y en partant de la relation :

y=pte

On déduit de la propriété d’orthogonalité que :

(ple)=A-(x]e)=0

On peut donc appliquer le théoréme de pythagore, qui nous dit que :

2 2 2 2
1ylI" = llp +ell™ = llpl™ + el

95.3 Carré de la distance
Si:
D=min|y—~-
min |y — - 2
on a donc :

2 2 2 2
D* = ly = x-=[I” = llel” = [lylI” — lIp|

et finalement :

2 2 2
D* = lylI” = [AI" - |||



95.4. CAUCHY-SCHWARTZ 973

95.4 Cauchy-Schwartz

Par positivité du produit scalaire, on a bien évidemment :

le]* = (e] e) > 0

Le théoréeme de Pythagore implique donc que :

o) =lpl” < IWlI° = (| )

En substituant p = A - z, on obtient :

XXz z) < (yly)

Mais comme :

A = con | y) = i
A= J< ‘x> <x|$>
Wlo) &) oy < )

(] z) (z]z)

En simplifiant et en multipliant par la norme carrée de x, on a finalement :

(ylz) - (z|y) <(x|z)-(y|y)

relation dont la racine nous donne I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(= | )] < [lzll - lyll

95.5 Propriétés extrémales
L’égalité :

2 2
Ip[I™ = Iyl

n'est atteinte que lorsque ||e||* = 0, ¢’est-a-dire e = 0 et y = X - = pour un certain A € C. Ce
constat nous améne aux problémes d’optimisations suivants. Soit un vecteur ¢ # 0 fixé et :

d = el = vicle)

On cherche & maximiser ou & minimiser :

p(x) = (] )
sur 'ensemble B = B(0,r) = {x : ||z|| < r}. L'inégalité de Cauchy-Schwartz nous dit que :

—d-r<—|| -zl < {c|x) < || -|z]| <d-r

Nous allons chercher nos solutions sous la forme z = « - ¢, pour un certain a € C. On a alors :

lec- el = [l - flell = laf - d <

et donc |a| < r/d. Si on choisit @ =r/d, on a :
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La borne supérieure est atteinte. La fonction ¢ est donc maximisée :

Loce {c] z)
=—- arg ma
T=ac Rl AN

Si on choisit &« = —r/d, on a :

La borne inférieure est atteinte. La fonction ¢ est donc minimisée :

9:—£-c€arg1£ig<c|x>

95.6 Sous-espace vectoriel

Soit ’espace vectoriel F sur R et un sous-espace vectoriel U C E possédant une base orthonormée
(uq, ..., u,). La projection d'un vecteur quelconque z € E sur U est le vecteur p € U qui minimise

la norme de I’écart entre z et p. On cherche donc le A = (Aq, ..., A,) € R™ qui minimise la fonction
€ :R" — R définie par :

2

E(y) =

n
Z = E Vi Uy
i=1

pour tout v = (1, ..., 7,) € R". En utilisant (u; | u;) = d;;, on obtient :

E(y) = <Z|Z>—QZ%<U1|Z>+Z%%<Uz|ug>
= <Z|Z>—QZ%'<W|Z>+Z%2

Imposant € (A1, ..., Ay) = 0, on obtient les n équations :

On en déduit que le choix :

A=A, An) = (ur | 2) .y (U | 2))

minimise potentiellement £. Notre projection potentielle de z sur U est donc donnée par :
PZZ(“N 2)
i

Produit scalaire complexe

Nous nous placons a présent dans le cas plus général ot E est un espace vectoriel sur C. Le A

défini plus haut devient donc un élément de C". Nous allons déterminer s’il minimise la fonction
€ : C" — R définie par :

2

E(y) =

n
2= viw
i=1

pour tout ¥ = (91, ..., ¥») € C™. Choisissons x € U. On a alors :
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i
ot ; = (u; | z). Considérons le vecteur d’écart :

e=2z—p

On a alors :

(x]e) = ZE'<ui|z—p>
- ZE‘<U1|Z>—ZQJ—¢'<uiluj>-)\j
= > @lu) w2 =Y el ) - (w] 2) =0

7 %

Le vecteur d’écart est donc orthogonal a tous les x € U. On a également :

(e| x) =conj(z|e) =0

Soit 1’écart 6 =y — A. On a alors 7 = A + 4. Posons :
QZZ%'W
p:i)\i'ui
Azlzéi-ui

Onaalors z—g=z—p—A=ec—Aet:
E(v) = (e—Ale—A4)
= (ele) —(e|A) = (Ale) + (A A)
Comme A € U, ses produits scalaires avec e s’annulent par orthogonalité et on a finalement :

E() ={ele) +{A]A) = {e|e) = E(N)

Les scalaires \;, minimisent donc bien la norme de I’écart sur U.

Théoréme de Pythagore

On a z = p+e. Comme p est un vecteur de U, on a (p| e) = (e| p) = 0. Le théoréme de Pythagore
est donc applicable :

2 2 2
12]1" = [lpll” + [le]l
Carré de la distance
Soit :

D =min{||z —v|:v e U}

Par orthonormalité, on a :



576 CHAPITRE 95. PROJECTIONS

Ipll* = Zconj((uil z2)) - (uy | 2) - (wi | uy) = Z [(us | 2)[*
et donc : |

2 2 2 2
D* = |lz|* = llpl* = ll=]1* = D [{wi | 2)]

95.7 Tenseur de projection

On peut réécrire la projection de z sur U sous la forme :

p:ZU¢‘<U¢|Z>

Cette expression ressemble a la contraction d’ordre 1 d’un tenseur d’ordre 2. Effectivement, si on
pose :

on a alors :

p=P-z2=(POz),

Identité locale

Pour tout y € U, on a:

y=2(ui!y)-ui

)

et :
Py:ZuMuz!y)

Ces deux expressions étant identiques, on a P - y = y. Le tenseur de projection correspond donc
localement (sur U) au tenseur identité.

Invariance

Pour tout 2z € E, onay="P -z & U. On en conclut que :

Pz=y=P-y=P-(P-2)
Donc P =P -P.

Complémentaire

Soit (uy, ..., u,) une base orthonormée de E. On voit que le tenseur identité :

=1

est le tenseur de projection de FE dans lui-méme. On considére le tenseur de projection sur
span{uy, ..., Uy}, ot m < n :
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=1

Le tenseur complémentaire est défini par :

i=1 i=1

1=m+1

Il s’agit donc d’un tenseur de projection sur I'espace complémentaire span{tm, 1, ..., u, }. Il est lié
a I’écart de projection car e = z — p = Q - z. On remarque 'orthogonalité :

Q-P=(ZI-P)-P=P-P-P=0
De méme :

P-Q=P - P-P=0

On a aussi sans surprise :

0. 0=0-Q0P=0

95.8 Gram-Schmidt

Nous allons construire une suite de vecteurs orthonormaux (uq,us,...u,) & partir d’une suite
(ay,as, ...,a,) de vecteurs linéairement indépendants de E. L’indépendance linéaire nous garantit
que a; # 0. On peut donc normaliser pour obtenir le premier vecteur de la série :

ai

laa]

Uy =
On a alors :

un L) = {a1 | ax) _ (a1 | ax) _
< 1| 1> ||CL1||2 <6L1|CL1>

Nous projetons ay sur u; en utilisant le tenseur P; = u; ® u; et nous évaluons 1’écart :

eo=(Z —"Py) as=as—uy - (u | as)

Les propriétés d’orthogonalité de ’écart nous assurent alors que (u;|e) = 0. L’indépendance
linéaire nous garantit que e; # 0. On peut donc normaliser en utilisant uy = e/ ||ea]|. On a alors
clairement (us | ug) =1 et (uy | uz) = 0.

Supposons & présent avoir trouvé la suite orthonormée (uy, us, ..., ux), ot k < n—1. Nous projetons
ag+1 sur l'espace vectoriel Uy, = span{uy, us, ..., ux } en utilisant le tenseur :

k
P = Zuz ® u;
=1

et nous évaluons 'écart :

k
erp1 = (T = Pr) - thar = Qs — Y i+ (U] G
i=1
Les propriétés d’orthogonalité de 1'écart nous assurent alors que (u; | ex41) = 0 pour tout j €
{1,2,...,k}. L’indépendance linéaire nous garantit que e;y; # 0. On peut donc normaliser en utili-
sant :
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€k+1
lex1l]

Uk+1 =

On a alors clairement (u; | ugt1) = ;1.
Nous disposons donc & la fin du processus d’une suite de vecteurs (uy, ug, ..., u,) orthonormée :

(ui | uj) = 0y

Ce procédé est appelé processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Remarque

Dans le cas ou I'indépendance linéaire n’est pas garantie, il est toujours possible d’adapter ’al-
gorithme en enlevant dynamiquement de la liste des ay les vecteurs donnant un écart de projection
nul. On se retrouve alors a la fin du processus avec une suite orthonormée (uy, ..., uy,), ot m < n.

95.9 Représentation matricielle

Soient wuy, Uy, ..., U, € M(K,n,1) des vecteurs matriciels orthonormés pour le produit scalaire
usuel :

*

u;

uj = 0i

La matrice de projection associée au tenseur de projection sur U = span{uq, ..., u,, + s’écrit :
proj proj p 1, s Um

m m

*

P:E uk®uk:2 Uk - Uyp
k=1 k=1

Il s’agit donc d’une matrice de taille (n,n). Elle permet de projeter tout vecteur matriciel z €
M(K,n,1) sur U :

m m
P~z:Zuk-u2~z:Zuk-<uk\z>
k=1 k=1

95.10 Factorisation

En terme de composantes, si uy = (ug;); et si P = (p;j)ij, on a :

m
Pij = E Uk * Uk
k=1

expression qui ressemble furieusement a un produit matriciel. Soit la matrice U de taille (n,m)
rassemblant les m vecteurs uy, :

U= [u1 Ug ... 'me]
On a alors :
compU = wuy
ik
compU* = conjcompU = Uy,
kj jk

Le produit ci-dessus peut donc s’écrire :
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m
Pij = E bik * Cr;
k=1

ol by, = compy, U et ¢x; = comp,; U*. On a donc finalement :

P=U-U"

95.10.1 Propriétés

Comme les u;, sont orthonormaux, on a :

comp(U*-U) = u} - uj = (u; | uj) = 6y;
(]

On a donc U* - U = I, la matrice identité de taille (m,m). On a également, comme attendu :
PP=U.-U"-U-U'=U-1-U=U-U=P

Si on pose Q = I — P, on a aussi :

P.Q=Q-P=P-P=0

Cas particulier

Les m vecteurs u; étant linéairement indépendants dans K" qui est de dimension n, on doit
forcément avoir m < n. Dans le cas ott m = n, on a de plus U* = U ! et :

Zui®ui:P:U-U‘1:I
=1

95.11 Vecteurs A-orthogonaux

Soit une matrice de produit scalaire A € M(K, n,n). On peut utiliser le procédé de Gram-Schmidt
pour construire une base de vecteurs orthogonaux pour le produit scalaire :

(wly)=2"-A-y

On part d’une suite (aq, as, ..., a,) de vecteurs matriciels linéairement indépendants de K™ (typi-
quement la base canonique). On commence par normaliser a; :

ai

var-A-a

et on construit étape aprés étape la suite des u;. Supposons étre arrivé a la suite (uq,ug, ..., ug)
vérifiant (u; | u;) = uf - A-u; = d;5, ot k < n — 1. Nous projetons aj;; sur l'espace vectoriel
span{uy, ug, ..., u} et nous évaluons I’écart :

Uy =

k
€k+1 = Qpy1 — Zuz : <Uz \ ak+1>
=1

k
*
= Clk+1—§ wi Uy A agy
i=1

Ensuite, nous normalisons le résultat :
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U o Chk+1
k+1 = =
Vi1 - A eri

Nous disposons donc a la fin du processus d’une suite de vecteurs (ug, us, ..., u,) orthonormée :

(ui | ug) = uj - A-ujy = 8y

On dit que la suite des u; est A-orthonormée. Si on définit la famille de matrices :

U = [ur ug ... up)

pour tout m < n, on peut réecrire I'orthogonalité comme suit :

U AU, =1,

On note aussi U = U,.

Complément orthogonal

Si les vecteurs orthonormaux (uy, ...,u,), o p < n, sont donnés, on peut simplement commen-
cer le processus & k = p pour compléter la suite de vecteurs jusqu'a k = n. On obtient alors la
suite orthonormeée (uy, ..., Uy, Upt1, ..., Uy ). On dit que (upt1, ..., u,) est le complément orthogonal de

(U1, .oy Up).

Orthogonalité usuelle

Dans le cas ou 'on choisit A = I, cette méthode offre un moyen d’obtenir (ou de compléter) une
suite de vecteurs u; tels que u} -u; = d;; et des matrices U, correspondantes telles que U}, - Uy, = I,,,.
Comme U = U, est carrée, on a de plus :

Ufl — U*

Systémes linéaires

Lorsqu’on dispose de n vecteurs A-orthonormés, il est facile de résoudre le systéme linéaire A-x =
y. Les u; forment alors une base de K" et on peut trouver des scalaires x; € K tels que :

n
i=1

En prenant le produit scalaire de x avec uy, on obtient :

n

uZAx:Z(uZAul)xl:xk

i=1

On voit donc apparaitre une expression analogue a celle d’'une projection usuelle :

n n
x:E ul(uZ*Ax):E Wi up -y
=1 i=1

Attention, analogue n’est pas identique, les u; ne sont en général pas orthonormés pour le produit
scalaire usuel.
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Algorithmes d’optimisation libre

96.1 Introduction

Nous allons présenter des algorithmes permettant de résoudre approximativement des problémes
de minimisation d’une fonction ¢ sur R". Ces algorithmes partent d’un point initial xy € € et itérent
schématiquement comme suit :

T = I(zk) =z + pe

pour un certain p, € R™. On espére bien entendu que la suite converge et que :

ry ~ lim z), = argmin p(x)
k—ro0 z€N

pour N assez grand. Nous adoptons les notations :

J = (99)"
pour le gradient, de taille (n,1), et :

H = 9%
pour la hessienne, de taille (n,n). On note également :

(bk = q)(:vk)
pour toute fonction ® (par exemple, ® € {¢, J, H}).

96.2 Minimum dans une direction
Soit l'itération :

Tk+1 = Tk — O * Pk
ou ay € R et pp € R™. On choisit généralement le paramétre oy, de fagon & minimiser le dévelop-

pement d’ordre deux :

2
Yk
2

En imposant ’annulation de la dérivée de ce développement par rapport a ay, on en déduit que :

Oht1 R Ok — - Jp DR+ Py Hy - p

—Jy pp+ oy -pr - Hi-pr =0

La valeur optimale de oy, s’écrit :

281
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Jy - Dk

Ok = T o
pk'Hk'pk

96.3 Meéthode de la plus grande descente

La méthode de la plus grande pente consiste & partir & chaque itération du point z*) et a suivre la

direction dy ot ¢ descend le plus rapidement dans le voisinage immédiat. En premiére approximation,
si:

Tpy1 = Ty + Qg - O

pour un certain a € R, on a :

Okt1 = Y+ o - Jp - O

Nous choisissons le vecteur d; qui minimise Jj - 0 = (Ji | o) sur B(0, ||Jk||), c’est-a-dire :

5k =—J;

On a alors :

Th1 = T — Oy - Jg

La valeur optimale de oy s’écrit donc :

T
CJr - Hy - Jy

093

96.4 Newton
Il s’agit ici d’optimiser le pas s; :
Th41 = Tk 1 Sk

pour minimiser le développement :

* 1 *
90k+1%90k+<]k'5k+§'5k'1‘-’k’8k

Mais comme H = H*, I'annulation du gradient par rappord & s; nous donne :

Jk—i‘Hk'Sk%O

On en déduit la valeur optimale :

Sk:—Hk_l'Jk

96.5 Gradients conjugués
Soit I'itération :
Th41 = Tk — Ok - Pk
ou ay € R et p,, € R™. On a comme d’habitude :

J} - D

ap = ————
Dy - Hy - pr
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Lorsque k = 0, on prend le gradient comme direction :

po = Jo

Pour k£ > 1, on choisit p; comme combinaison linéaire du gradient J; et du pas précédent py_1 :

Pk = Jk — Br - D1

ou f € R. L’idée des gradients conjugué est de construire une suite de p, orthogonaux entre-eux
afin de minimiser la fonction dans toutes les directions. Au bout de n itérations, on espére avoir
construit une base de R" et étre trés proche du minimum global. En fait, nous n’allons pas vérifier
que toutes les directions sont orthogonales, mais seulement que deux directions successives le sont.
On demande donc 'orthogonalité au sens du produit scalaire défini par H :

e Hi pe1=J) - Hypr1— Br-hy - Hr pe1 =0
On en déduit la valeur de gy, :
Ji - Hy - pr—1
Piq - Hi - pr—1

Nous allons & présent obtenir une valeur approximative de [, en fonction des variations du
gradient. Le développement d’ordre un de J s’écrit :

Br =

S — Ty = Hy - (2 — v1) = —ag - Hy - pra
On en déduit que :

Jr - (Je — Ji-1)

O e i)

96.6 Moindres carrés

Soit la fonction f : R™ +— R™. On cherce a minimiser la fonction ¢ = f*- f/2. Le probléme de
minimisation s’écrit alors :

arg mxin %f(w)* - f(x)
Dans ce cas, si on définit :
D =0f
le gradient s’écrit :
J=D"-f

Si on suppose que les dérivées secondes de f sont négligeables par rapport aux dérivées premiéres,
on a :

H~D"-D

La méthode de Newton devient dans ce cas :

Tpy1 = T + Sk

avec :

sk =—[Dj- D)™ - Dy - fu
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Z.éros

Si S =ker f # (), soit v € S. On a alors :

0.< min 3 f(@) () < 5F() - f(7) =0

On en déduit que tout € R™ minimisant ¢ vérifiera f(z) = 0. La méthode de minimisation nous
fournit donc une approximation d’un tel x.

96.7 Levenberg-Marquardt

C’est une variante de la méthode des moindres carrés, utile dans les cas ou Dy, - Dy est numéri-
quement proche d’une matrice non inversible. On ajoute alors la matrice identité multipliée par un
scalaire A\ sur la diagonale :

sp=—|D}-Dp+ X\, - 17" D5 - fi



Chapitre 97

Solveurs 1tératifs

97.1 Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les matrices

97.2 Meéthodes itératives

Il s’agit de résoudre itérativement (et approximativement) en x un systéme linéaire A -x = b, ou
A est une matrice et b un vecteur. L’itération générique s’écrit :

Try1 = I(Ik)

et on espére que la suite des x; € R™ converge vers la solution. On initialise en général les
algorithmes avec z¢ = 0.

97.3 Résolution par minimisation
Soit une matrice H de taille (n,n) hermitienne (H = H*) et définie positive :
v -H-2>0
pour tout x € R™. Considérons la fonction définie par :

1
go(;v)zﬁa:*-H-x—x*-b

Si un certain x minimise ¢ sur R", on doit avoir :
Odp(r)=H -z—b=0
ce qui revient a résoudre le systéme linéaire :

H-x=b

Comme 0%p = H est définie positive, résoudre le systéme H -z = b en x revient donc & minimiser
@ sur R™. On peut obtenir une approximation de la solution en utilisant la méthode de la plus grande
descente, le gradient étant donné par :

J=0p)*=H -x—b

On a donc des itérations k£ de la forme :
Ty =xp+ag- (b— H - x)

285
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pour un «; € R bien choisi. On peut aussi utiliser un autre algorithme, comme les gradients
conjugués par exemple.
Reésidu

On remarque que la direction de la descente est donné par le résidu :

—J=0—-H- x

Newton

On pourrait bien entendu résoudre par la méthode de Newton, mais cela reviendrait alors a
inverser la matrice H directement, ce que ’on cherche précisément & éviter ici.

Généralisation

Soit la matrice A de taille (N,n), ot N > n, et y € RY. Considérons le systéme général :

A-z=y

a résoudre en x € R™. Si on multiplie a gauche par A*, on obtient :

A A x =A%y

Posons :

H=A"-A
b=A" -y

On est donc amenés a résoudre le systéme :

H-z=b

ou H est clairement hermitienne et définie positive puisque :

g (A A) r=(A-2) - (A-2) >0

Cette technique présente deux avantages. Premiérement, si H est inversible, la solution :

r=H b= (A"-A)"" Ay

minimise la norme ||A - x — y|| méme si la solution de A-x = y n’existe pas. Il est méme possible
d’utiliser cette méthode avec des matrices A strictement hautes. Ensuite, les propriétés de H nous
disent qu’une solution du systéme minimise la fonction ¢ associée. Il est donc possible de se ramener
au probléme de minimisation :

1
re€argmin [=2* - A" A-z—2" A"y
zeR™ | 2

que 'on peut de nouveau résoudre itérativement en utilisant par exemple la méthode de la plus
grande descente ou les gradients conjugués.
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97.4 Espaces de Krylov

Les espaces de Krylov sont des espaces de vecteurs engendrés par les puissances de la matrice A
appliquées & un vecteur initial u :

Krylov,, (A, u) = span{u, A - u, A* - u, ..., A" - u}

On a donc des éléments = € Krylov,, (A, u) de la forme :

pour certains «; € K. Il s’agit donc de polynémes matriciels appliquées a u.

97.5 Méthode de projection

Soit la matrice A de taille (n,n), le vecteur b € R™ et le systéme A -z = b a résoudre en x € R™.
On choisit m < n beaucoup plus petit que n et les vecteurs (vy, ..., v,,) de R™. Nous allons tenter de
minimiser ’erreur en x;,; produite par l'itération générique suivante :

m
Tpy1 = T + E Vi - Y;

i=1

ou les y; € R. Posons :

Vo= [u1 ... vy
y = [y Ynl”

On peut réécrire l'itération sous la forme :

Tpr1 =2 +V -y

Nous avons vu en résolvant les moindres carrés qu’une condition nécessaire de minimisation était
d’imposer 'orthogonalité entre (A -z — b) et les colonnes de A. Nous imposant ici une variante :

wi-(b—A-xp41)=0

pour certains wy, ..., w,, € R™. En posant :

cette condition peut s’écrire :

W (b—A-2ps1) =0

Posons :

Tk:b—A'$k

On a alors :

b—A-xpp1=b—A-x,—AV-y=r,—A-V.y

La condition d’orthogonalité devient :

W (rp,— AV -y =W"r,—W"A.V.-y=0



588 CHAPITRE 97. SOLVEURS ITERATIFS

Si la matrice W* - A -V est inversible, on a :

y=W*-A- V)7L W* .y

Comme V et W sont de taille (n,m), la matrice W* - A -V est de taille (m,m), donc beaucoup
plus petite que A. Le systéme correspondant est donc beaucoup plus facile & résoudre.

Orthonormés

Si On choisit V = W et si les vecteurs v; = w; sont A-orthonormés, on a simplement :

compW* - A-V=w; -A-v; =v]-A-v; =0y

)

et :

WAV =W A V=1

Krylov

On peut par exemple choisir des vecteurs de base de Krylov,, (A, ) pour former les colonnes des
matrices V' et W. On peut aussi utiliser aussi des vecteurs de base de Krylov,, (A*, ry).

97.6 Minimisation du résidu

On tente de minimiser la norme quadratique du résidu :

Ey)=(r—A-V-y) - (n—A-V-y)

La condition d’annulation de la dérivée par rapport a y nous donne la valeur optimale :

y=(V* A A V)L (VAR )

97.7 Gradients biconjugués

Soit la matrice A de taille (n,n) et les vecteurs b, ¢ € K". Les gradients biconjugués permettent
d’obtenir simultanément les deux solutions z,y € K" telles que :
A-x=0b (systéme primal)
A*-y=c (systéme dual)
Soit (x, yr) 'estimation de (x,y) obtenues a l'itération k et les résidus :
T = b—A- Tk
sp=c— A"y
L’algorithme est initialisé par zop = yo = 0. On a alors rg = b et sy = ¢. L’itération est donnée

par :

Tpy1 = T + Q- Pi
Ye+1 = Yk + Vi - Gk

ol pr, qr € K™ et ag, 1 € K. Par analogie avec la plus grande descente, les premiers pas s’écrivent
Po = 1o et go = s9. On adapte ensuite a chaque itération les py, ¢ par :
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Prt1 = Tkt + Bi - Di
Qk+1 = Sk+1 + Ok - Qk

ou [, 0, € K. On impose 'orthogonalité des résidus ainsi que 1’ A-orthogonalité des pas successifs :

* * * * *
Sk Thil =75 Sep1 =G A Pr1 = A" i1 =0

On voit que :

The1r = b— Az

b—A-xk—ak-A-pk

Tk_ak'A'pk

Skr1 = c— A"y
= c— A"y A
= sp— A"

Les conditions d’orthogonalité nous donnent donc les valeurs des coefficients

o — S Tk B T} " Sk

k S;;'A'pk ’yk r;.A*.qk
N Q- AT . Py A% Sk
5k——*— 5k—_#
qk'A'pk pk'A'CIk

Simplification des coefficients

Il existe un procédé plus rapide pour évaluer les coefficients. En prenant le dual des relations
entre les résidus successifs, on obtient (s — sg+1)* = 7% - ¢f - A. Donc :

1

* * *

G Aripr = — (Sk— Sk41)"  Th1l = — = " Shy1 TR
Tk Yk

et :

G- Apr = G-Arg—0 g Ape1=q Ay
1 * 1 *
= =Sk — Sk+1) Tk = — " STk
- ( +1) .

On en conclut que :

*
B, = Sk+1 " Tht1
Sp Tk
D’un autre coté, (rp — rx4+1)* = ag - pi - A*. On obtient en suivant un raisonnement analogue :

*
5. — Try1 " Sk+1
*
Tk M Sk
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Chapitre 98

Optimisation sous contrainte

98.1 Introduction

Ce chapitre traite de la résolution numérique de problémes d’optimisation sous contraintes, ainsi
que de leurs fondements théoriques. Les applications de ces méthodes sont nombreuses : maximisation
du profit sous contrainte de ne pas dépasser un certain budget, maximiser la solidité d’une structure
sans dépasser un certain poids, ...

98.2 Probléme de minimisation sous contrainte

Soit les fonctions convexes et et deux fois continument différentiables wq,wo, ...,w, : R” — R et
la fonction w : R™ — R™ définie par :

w(z) = (wi(x),wa (), ..., win())
pour tout x € R™. On considére I’ensemble associé :
Q={reR":w(x) <0}

Par définition de 'ordre partiel sur R™, tout x € 2 doit donc vérifier les m contraintes :

wi(z) < 0
walz) < 0
wm(z) < 0

Nous considérons le probléme général suivant : trouver un v € {2 qui minimise la fonction convexe
et et deux fois continument différentiable ¢ : R® — R sur 2 :

7 € argmin o(z)

Nous avons donc un probléme de minimisation & n parameétres :

x=(x1,...,Tp)

et m contraintes correspondant aux w;. On dit que ¢ est la fonction objectif et w la fonction
contraignante.

291
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Lien avec la minimisation libre
Il est important de se rendre compte que si £ est la solution de :

2p(§) =0

on sait que :

¢ € arg min (z)

mais rien ne nous dit que £ respecte les contraintes exigées! On ne peut donc pas dans le cas
général appliquer la technique classique de la minimisation libre pour résoudre des problémes de
minimisation contraints.

98.3 Convexité

Soit u,v € Q et s,t € R tels que s,t > 0 et s+t =1. On a alors par convexité des w; :

ws-ut+t-v)<s-wu)+t wh)<0

On en conclut que w =s-u+t-v € Q. On a donc Convexe(Q2) = Q. L’ensemble ) est convexe.

98.4 Frontiére

Soit z € 9. Comme z € adh (2, on a dist(x,2) = 0. On peut donc construire une suite u,, €
convergeant vers x. La continuité des w; et la définition de €2 nous disent que :

wz(x) = nh_)Igo wz(un) S liHLSUp wz(un) S 0

pour tout ¢ € {1,...,m}. Comme z ¢ int {2, on a aussi dist(z,R" \ Q) = 0 et on peut construire
une suite v, € R™\ Q convergeant vers . On peut alors trouver un i € {1,...,m} tel que :

wi(x) = nh—{ilo wi(vy) > ligg)lfwi(vn) >0

Ces deux inégalités nous disent que, pour tout x € 02, il existe un i tel que w;(z) = 0.

98.5 Pénalité

L’idée est de laisser I'objectif inchangé sur {2 mais de I'augmenter suffisamment en dehors pour
que le minimum sur 2 soit également le minimum global. On utilise une fonction p convexe et
différentiable vérifiant :

p(z) = 0 pour tout x € €2
p(x) > 0 pour tout x € R"\ Q2

et on construit donc un nouvel objectif ¢ par :

() = p(z) + p(2)

On dit alors que p(x) est un terme de pénalité. On a :

Iglelglzl’tb(.%) = Iglelél p(z) = o(7)
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G

Si p est assez élevée en dehors de © pour avoir ¥ (y) > ¢(7), on a :

min ¢ (z) = min{y(x), p(7)} = ()

zeR™

Si de plus ¥(x) > ¢(v), aucun minimum global ne pourra étre en dehors de €2 (sinon il serait
minimisé par ¢(7)). On aura donc :

i CQ
arg min () C

et il suffit de choisir :

7 € arg min ¢(z)

pour obtenir une solution a notre probléme. De par les propriétés des fonctions convexes, 7 sera
une solution de 9y (y) = 0.

98.6 Lagrangien

Par définition de 2, on peut trouver au moins un w;(z) > 0 pour tout x ¢ €. Il est donc possible
de s’en servir pour former un terme de pénalité. Comme chaque w; est convexe, y; - w; le sera aussi
pour tout y; € R tel que y; > 0 (si y; était strictement négatif, on aurait y; - w; concave). Posons :

P={yeR":y>0}

L’objectif modifié s’écrit alors :

L(z,y) = ¢(z) + Zy cw; ()

pour tout z € R" et tout y = (y1,...,ym) € P. On dit que les y; sont les multiplicateurs de
Lagrange et que £ est le lagrangien associé au probléme de minimisation. Utilisant la notation du
produit scalaire entre vecteurs matriciels, on le note sous la forme schématique :

L(z,y) = p(z) +y" - w(z)

98.7 Conditions de Kuhn-Tucker

Nous allons a présent essayer de caractériser un choix y = A tel que ~ minimise globalement
L(x,\) :
A) = mi A
£(7,A) = min £(z, A)

Puisqu’il s’agit d’'un probléme de minimisation libre, on sait que la dérivée doit s’annuler en ~ :

Z—i(% A) = 0p(y) + A" dw(y) =0

En terme de composantes, on a donc :

de(v) + Z A - Owi(y) =0
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D’un autre coté, v doit appartenir a €2, ot le terme de pénalité doit également s’annuler :

AT w(y) =0

On a donc :

£(7,A) = o(7) + X w(y) = ¢(v) +0 = p(7)

En terme de composantes, la condition d’annulation du terme de pénalité s’écrit :

Z/\i'wi(w =0

Mais comme A; > 0 et w;(7y) < 0, on en déduit que ;- w;(7) < 0. Que se passerait-il si on pouvait
trouver un k tel que Ay - wg(y) < 07 On aurait :

D Aiwi(y) <A wi(v) <0
ce qui est incompatible avec la condition d’annulation du terme de pénalité. On a donc :

Al rwi(y) =0

pour tout i € {1,2,...,m}. Les conditions :
Do)+ Y Ni - Owi(y) =0
i=1

A -wi(y) =0

w(v) <0

sont appellées conditions de Kuhn-Tucker.

98.8 Point de selle

Supposons que (7, A) € Q x P vérifie les conditions de Kuhn-Tucker. Choisissons z € R" et y € P.
L’annulation du gradient (0,£(y,A) = 0) et la convexité du lagrangien par rapport a la variable z
nous assurent que :

Ly, A) < £(x, )

D’un autre coté, on a A* - w(y) = 0 et £(7,A) = ¢(7). On sait aussi que y > 0 et que w(y) < 0.
Donc y* - w(y) <0 et :

L(v,y) =) +y" - wv) <e(y) = £(7,A)

On voit que A maximise le lagrangien par rapport a la variable y. Ces deux propriétés extrémales
nous montrent que (7, A) est un point de selle :
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Réciproque

Nous venons de voir que les conditions de Kuhn-Tucker remplies sur €2 x P nous offraient un
point de selle sur R" x P. Nous allons voir que la réciproque est également vraie. Supposons que
(7,A) € R™ x P soit un point de selle du lagrangien :

£(v,y) < L(7,A) < £(w, M)

pour tout (z,y) € R" x P. On a :

L(v,y) =L, A) =y —-A)"wl) <0

relation qui doit étre valable pour tout y > 0. Fixons ¢ € {1,2,...,m} et choisissons :

. )\k Sik‘%’l’
T=V0 sik—i

on en déduit que (y — \)* - w(vy) = =X; - w;(7y) <0, c’est-a-dire :

Ai-wi(7) =20

Considérons a présent le choix :

. )\k Sik‘?éi
= Non sik—i

On en déduit alors que :

(y = A" w) =Ai-wi(y) <0

On conclut de ces deux inégalités que :

Ai-wi(y) =0

Enfin, si nous prenons :

=041 sik=i

on voit que :

(y =N w) =1 -wi(y) =wi(y) <0

ce qui nous montre que v € 2.
De plus, comme :

v € arg Iin L(z, \)

les propriétés des fonctions dérivables nous imposent que 9,£(y, A) = 0.
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98.9 Solution

Supposons que (7, A) soit un point de selle du lagrangien. Choisissons = € Q. On a w(x) < 0 et
A - w(x) < 0. On en déduit que :
25, 0) = (@) + X - w(z) < pl)

On a donc bien :

(7)) = L(7,A) < £(x, ) < p()

ce qui prouve que vy minimise ¢ sur €). La solution du probléme de point de selle du lagrangien
contient donc la solution de notre probléme de minimisation sous contrainte.

Généralisation

Remarquons que nous n’avons pas utilisé la convexité de ¢ ou de w pour démontrer que v est bien
la solution de notre probléme. On peut donc appliquer la technique du point de selle du lagrangien
a une classe de fonctions beaucoup plus générale.

Attention, si ¢ et/ou w ne sont plus supposées convexes, le point de selle impliquera toujours les
conditions de Kuhn-Tucker mais I'inverse ne sera plus vrai. En pratique, on essaiera malgré tout de
trouver une solution aux conditions de Kuhn-Tucker, et on déterminera a posteriori :

— i le minimum trouvé est bien un minimum local (test de la Hessienne définie positive au ~y

obtenu)

— si ce minimum local est aussi un minimum sur €2

98.10 Probléme de maximisation sous contrainte

Soit les fonctions concaves et deux fois continument différentiables 1,75, ...,49,, : R" — R et la
fonction ¢ : R™ — R™ définie par :

O(x) = (01(2), 02(2), ... V()
pour tout x € R™. On considére I’ensemble associé :
©={zreR":J(x) >0}

Nous considérons le probléme général suivant : trouver un v € © qui maximise la fonction concave
et et deux fois continument différentiable ¢ : R” — R sur © :

7 € argmaxy(z)

On note que ce probléme est équivalent au suivant :

v € arg rxrleig(—w(fﬂ))

ou :

Q={zeR": —¥(x) <0}



98.11. CONTRAINTES D’EGALITE 597

98.10.1 Lagrangien

On sait que maximiser ¢ revient & minimiser —. Comme —1) et —¢} sont convexes, on peut
utiliser le lagrangien défini par :

Luinle,y) = [ = v(@)] + v [ 9@)] = ~v(@) —y - 9(@)

pour tout (z,y) € R™ x P. La solution (v, \) vérifie alors :

Smin(% y) < Smin(% )‘) < 2min(x> )‘)

On voit que la fonction opposée :

Lmax(T,Y) = —Luin(2,y) = Y(2) +y* - ()

vérifie les conditions du point de selle inversées :

Lonax (T, A) < Linax (7, A) < Linax(7, ¥)

Il s’agit du lagrangien natif du probléme de maximisation. Il est maximisé par rapport a = et
minimisé par rapport aux multiplicateurs de Lagrange.

98.10.2 Kuhn-Tucker

Les conditions de Kuhn-Tucker associées & £,;, s’écrivent :

—0(7) — ZAi - 00;(7) =0

=\ 0i(y) =0

—9(y) <0

Elles sont équivalentes aux conditions analogues associées a £y :

() + Z Ai - 09;(7) = 0

98.11 Contraintes d’égalité

Soit les fonctions deux fois continument différentiables o1, 02, ..., 0, : R™ +— R et la fonction
0 : R"™ — R™ définie par :

Q(l‘) = (Ql(x)7 QQ(x)’ X Qm(x))

pour tout x € R™. On considére I'’ensemble associé :

& ={reR":p(x)=0}
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Nous considérons le probléme général suivant : trouver un 7 € ® qui minimise la fonction deux
fois continument différentiable ¢ : R" — R sur ¢ :

7 € argmin o(z)

98.11.1 Lagrangien

On peut réécrire I'’ensemble ® sous la forme :
®={zreR":o(x) <0, o(x) = 0}
On introduit donc deux séries de multiplicateurs et le lagrangien défini par :

L(z,y,z) = p(x) +y" - o(z) + 2" - (—o(z))
pour tout (z,y,z) € R™ x P x P. On constate qu'il ne dépend que de z et de y — z :

On voit que u = y — z est libre d’aller ou il veut dans R™. On pose :

Lz, u) = p(x) +u” - ofx)
pour tout (z,u) € R" x R™.

98.11.2 Kuhn-Tucker

Comme on veut que v minimise £ par rapport a la variable x sur R"”, on impose 9,£(y,\) = 0.
On doit avoir aussi o(z) = 0. Mais comme 0,£(x,u) = p(z), on se retrouve finalement avec les
conditions nécessaires de Kuhn-Tucker :

0:£(7,\) =0
OL(7,A) =0

98.11.3 Point de selle

Nous allons montrer que tout point de selle est solution du probléme de minimisation. Soit (v, A)
tel que :

L(v,u) < £(7,A) < L(z, )
pour tout (z,u) € R™ x R™. On en déduit que :
pour tout u € R™, c’est-a-dire :

(u=A)"-0(7) <0

Considérons la base canonique (¢q, ..., ¢,,) de R™. Si on prend u = A + ¢;, on obtient la condition

(u—=A)"-0(y)=0i(7) <0

Mais comme u n’est pas forcément positif, on peut aussi prendre u = A — ¢;. On obtient alors la
condition :
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(u—=A)"-0(y)=—0i(7) <0

On déduit de ces deux inégalités que o(y) = 0, c’est a dire v € ®.
A présent, soit © € ¢. Comme p(7) = o(x) =0, on a :

p(7) = L(7,A) < L(z,A) = p(z)

Le ~ issu du point de selle est donc bien la solution de notre probléme de minimisation contraint.

98.12 Récapitulation

Considérons ’ensemble :

Q={z eR":w(x) <0, ¥(z) >0, o(r) =0}

98.12.1 Minimisation

Si on veut minimiser ¢ sur €2, on utilisera le lagrangien défini par :

Lz, y,z,u) = (@) +y" - w(z) — 2" I(z) + u” - o(z)
pour tout (z,y, z,u) tels que y, z > 0. Le point de selle (v, A, p, v) vérifiera :

L7, y,z,u) < Ly, A\ pu,v) < L(x, A\, p1,v)

Les conditions de Kuhn-Tucker s’écriront :

v) + Z (i - Ow;i(x) — p; - 094(x) + v - Doi(x)] = 0

98.12.2 Maximisation

Si on veut maximiser v sur €2, on utilisera le lagrangien défini par :

Lz, y,2,u) =¢(@) -y w(z) + 27 I(z) + u” - o(z)
pour tout (z,y, z,u) tels que y, z > 0. Le point de selle (v, A, u, v) vérifiera :

Lla, A\ p,v) < L(v, A\ pn,v) < L(7,y,2,u)

Les conditions de Kuhn-Tucker s’écriront :
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O%(y) + > [=i - Owi() + i - 00i(w) + v; - Doi(w)] = 0

wi(z) <0

98.12.3 Equivalence

On exprime parfois ces problémes en utilisant des contraintes équivalentes. Si on pose s = —w(x),
on a s > 0. De méme, on pose t = ¥(z) > 0. On définit alors I' comme 'ensemble des (z, s, t) vérifiant
les conditions :

s, t > 0
stw(x) = 0
t—9(x) = 0

ofx) = 0

Et on minimise ¢(z) (ou on maximise ¢ (z)) sur les (x,s,t) € I.

98.13 Découplage
Minimisation
Soit le probléme de minimisation :
7 € argmin p(x)
ou :

O ={reK":wx) <0, z>0}

La condition z > 0 est équivalente a —x < 0. On définit le lagrangien :

L(z,y,2) = ¢(z)+y*-w(x) — 2"z

La solution de notre probléme vérifie les conditions du point de selle :

L(v,y,2) < L(y, A\, 1) < Lz, A\, )
pour tout r € R" et y,2 > 0. Siz > 0,0n a:

par positivité de z. On a alors :
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L(x,y,2) = p(z) +y* - w(@) — 2" -2 < p(x) +y* - w(z) = L(z,y,0)

On en conclut qu’un choix permettant de maximiser L par rapport & son troisiéme argument est
i = 0. Introduisons le lagrangien modifié :

Lz, y) = L(z,y,0) = p(z) + ¥ - w(x)

Le probléme du point de selle est équivalent & trouver (v, A) > 0 tel que :

£, y) < L(7,A) < £(w, M)

pour tout (z,y) > 0. La différence est qu’on ne fait plus apparaitre explicitement la contrainte
de positivité de x dans le lagrangien.

Maximisation

Soit le probléme de minimisation :
7 € argmax ()
ou :
O={reK":9(x) >0, >0}

On pose le lagrangien :

L(z,y,z) =¢(x) +y" wlz) + 2"z
La solution de notre probléme vérifie les conditions du point de selle inversé :
L(z, A 1) < L(v, A p) < L(7,y, 2)
pour tout x € R" et y,2 > 0. Siz >0, 0n a :
x>0
par positivité de z. On a alors :

L(x,y,z) > L(z,y,0)

On en conclut qu'un choix permettant de minimiser L par rapport a son troisiéme argument est
it = 0. Introduisons le lagrangien modifié :

Le probléme du point de selle est équivalent a trouver (v, A) > 0 tel que :

L@, A) < £(7,A) < £(7,9)

pour tout (z,y) > 0.
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98.14 Dualité en optimisation linéaire

98.14.1 Probléme primal

Soit une matrice réelle A de taille (m,n), I'ensemble :

O={zeR":A-2<b, x>0}

et le vecteur ¢ € R™. Nous nous intéressons au probléme de maximisation linéaire sous contrainte :

v € arg max [c* . x]

98.14.2 Lagrangien

La contrainte A - x < b est équivalente & :

b—A-z>0

On introduit donc le lagrangien :

L,y = & ox+y*-(b—A-x)
= x4y -b—y -A-x
défini pour tout (x,y) > 0.

98.14.3 Dualité

Comme on travaille dans les réels, on a par symétrie du produit scalaire :

* *

c -xr = T -C
y b o= by
y*.A.x — (A.aj)*.y:x*.A*.y

Le lagrangien du probléme primal peut donc se réécrire :

Llx,y) = a5-c+by—a*- A"y
= b yt+a*-(c— A" -y)

On voit que la fonction duale définie par :

Ly, x) = L(z,y) =b"-y+a*-(c— A" -y)

pour tout (y,z) > 0 peut également étre considérée comme un lagrangien formé a partir de
I'objectif y — b* - y et d’une des deux contraintes suivantes :

. )Cc— Ay <0
le—A* -y >0
Résoudre le probléme primal revient & trouver un point (7, \) > 0 vérifiant :

L(x,A) < £(7,A) < £(7,9)

pour tout x,y > 0. En utilisant la définition de £*, ces conditions se réécrivent :
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L5\ z) < £\ 7) < £y, )

Le couple (), ) est donc solution d’un probléme de minimisation en y. Dans un probléme de
minimisation, les contraintes associées aux multiplicateurs de lagrange doivent étre négatives. On a
donc ¢ — A* - y < 0, autrement dit :

A -y>c

Le probléme primal est donc équivalent au probléme dual suivant.

98.14.4 Probléme dual

Trouver :

ou :

Q={yeR": A"y >c y>0}

98.14.5 Valeurs extrémales

Les conditions de Khun-Tucker des problémes primal et dual impliquent :

A (b—A-y)=0

Y (e — AT A) =0

Les valeurs des lagrangiens aux points de selle s’écrivent donc :

LA =7+ XN -(b-A-vy)=c"-7y

L5 ANy) =0 A+7"-(c—= A - X)) =b"- A
La définition du lagrangien dual implique que :
L, A) = £5(A7)
c’est-a-dire :
ey =0 A

Le maximum de x + ¢* - x sur © est donc égal au minimum de y — b* - y sur (). Dans la suite,
on note :

— * — in(b* -
V' =max(c" - ) = min(b" - y)

98.14.6 Bornes

Par définition des maxima et minima, on a :

o <V<Dby

pour tout x € © et y € Q. Si les deux valeurs ¢* - x et b* - y sont proches, les éléments x et y sont
presque optimaux.
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98.14.7 Attention

Ne pas confondre la notion de dualité max — min avec la dualité au sens des applications linéaires.

98.15 Minimisation de la norme sous contraintes linéaires

Soit la matrice A € M(RR,m,n), le vecteur colonne b € M(R,m, 1) et ’ensemble :

O ={reMR,n1): A -z=0b}

On veut trouver le v € ® qui minimise la norme usuelle ||z|| = Va* - x sur ®. Comme la fonction
||| — ||z||> /2 est une fonction monotone strictement croissante sur ||z|| € R*, cela revient a

minimiser :
p (50 0)
v = arg min §x - T

zed

Afin de résoudre ce probléme, on introduit le lagrangien :

Lr,u)=—--2"-z4+u"-(b—A-x)

1
2
On impose les conditions de Kuhn-Tucker :

0Ly, \) =v—A"-A=0
0Ly, \)=b—A-v=0
On en déduit que v = A* - X et que :

A-A*A=b

Si A - A* est inversible, on a donc :

A=(A-A""b
et :

y=A(A-A)"b



Chapitre 99

Valeurs propres

99.1 Minimisation d’une forme quadratique avec norme contrainte
Soit un réel R # 0, la matrice H € M(R, m, n) hermitienne et définie positive, et 'ensemble :

Q={zxeK": ||z|| =Va* -z =R}

On peut reformuler €2 de maniére équivalente par :
Q={reK":2* v =R}
Soit I'objectif ¢ : K" +— K défini par :
polx)=a"-H-x
pour tout x € K™. On veut trouver le x € {2 qui minimise ¢ sur (2. Définissons le lagrangien :

Lz, N)=a"-H-z+ X\ (R>—2" 1)

ou A € R. On impose les conditions de Kuhn-Tucker :

0., \)=2H -2 —-2\-2=0
WL, \)=R*—2*-2=0

Toute solution optimale x € () vérifie donc I'équation :

H-x=\z

pour un certain A € R. Nous allons généraliser cette propriété aux applications linéaires.

Norme unité

Un cas particulier souvent utilisé est celui ot R = 1.

99.2 Application linéaire

Soit l'espace vectoriel E sur K et une application linéaire A : E — E. Si le couple (u,\) €
(E'\ {0}) x K vérifie :

Alu) =X u

On dit que u est vecteur propre de A correspondant & la valeur propre \.

605
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Rapport de Rayleigh

En prenant le produit scalaire de u avec la relation A(u) = A - u, on obtient :
(ul Auw)) = A (u|w)
d’ou 'on tire :

{u] Afu))
A= Tl

Une telle expression est appelée rapport de Rayleigh. Par extension, on définit :

-2

pou tout vecteur non nul v € F.

Définie positive

Si A est définie positive, toute valeur propre A = R(u) > 0 est un réel positif.

Formulation équivalente

On voit qu’il est équivalent de chercher un scalaire A et un vecteur u # 0 tel que :

(A= X-Id)(u) = A(u) = A-u=0

99.3 Opérateurs auto-adjoints

Si 'application linéaire A est auto-adjointe (A* = A), ses valeurs et vecteurs propres possédent
d’importantes propriétés. Soit u € E et A € C tels que A(u) = A-wet (u|u) =1. On a alors :

A= (u] A(w)) = (A(u) | u) = conj{u| A(u)) = A

La valeur propre doit donc étre réelle.

Orthonormalité

Soit la suite de vecteurs propres u; € () et de valeurs propres A\; € R. On a :

(ui | A(uy)) = Aj - (ui | uy)

ainsi que :

(ui | A(wy)) = (A(w) [ uz) = A - (ui | wy)
En soustrayant ces deux équations, on obtient :
(A = Ai) - (ui | uj) =0

Le produit scalaire doit s’annuler lorsque les valeurs propres différent. Si toutes les valeurs propres
sont distinctes, les vecteurs propres forment une suite orthonormeée :

(ui | uj) = 0y
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Orthogonalité par rapport a ’application linéaire

Si les vecteurs propres u; € €2 sont orthonormés, on a :

(ui | A(uy)) = Aj - (ui | uj) = A; - 8y

99.4 Représentation tensorielle

Supposons que la suite de vecteurs propres (uq, ..., u, ) soit orthonormée. Pour tout x € span{uy, ..., u,},
on a alors :

i

et :

Alx) = Z<Ui|$>'f4(uz‘)
Z)\ (u; | x) -

On peut donc représenter A sur span{ug, ..., u,} par le tenseur associé :
A= Z i U ® g
i
de sorte que :

Alz)=A- 2= (A0 ),

99.5 Inverse

Supposons que les vecteurs propres u; forment une base orthonormée de FE, et que les valeurs
propres correspondantes \; soient non nulles. Si z,y € F sont tels que A(z) = A-z =y, ona:

y:Z<U1|y>Uz:ASE=Z>\zUz<Uz’37>
On en déduit en comparant les coefficients de chaque vecteur u; que \; - (u; | ) = (u; | y), d’our :
1

Mais ces produits scalaires sont les coordonnées de x par rapport aux u; :

:E—Z(uz|x S = Z)\ (ui | y) - u;

%

(ui | z) =

Donc, si on pose :

- ZZ%'W@)U@
on a : Z

r=A"y
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99.6 Représentation matricielle

On dit que A € K est la valeur propre de la matrice A € M(K,n,n) correspondant au vecteur
propre non nul u € K” si ils sont valeurs et vecteurs propres de ’application linéaire sous-jacente :

A-u=Mu

Formulation équivalente

On voit qu’il est équivalent de chercher un scalaire A et un vecteur v # 0 tel que :

(A=X-I)-u=0

Rapport de Rayleigh

On peut évaluer \ & partir de v en multipliant ’équation ci-dessus & gauche par u*. On obtient
alors :

wrAu=Nuu

et le rapport de Rayleigh en u s’en suit :

99.7 Invariance
Soit la valeur propre A de A et le vecteur propre correspondant u # 0. On a :
A u=Au
Multiplions cette équation a gauche par une matrice inversible @) :

Q-A-u=\-Q-u

-1

Posons a présent v =@ -u. Onaalors u = Q7" -v et :

Q-A-Qlv=\v

On constate aussi que v # 0, car sinon :

0Au=Q ' v=Q'-0=0

ce qui est impossible. On en conclut que A est aussi une valeur propre de la matrice :

B=Q-A-Q"

On dit que les valeurs propres sont des invariants sous transformation linéaire réversible.
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99.8 Matrices triangulaires

Nous allons démontrer par récurrence sur la taille n d’une matrice triangulaire supérieure 7' que
les composantes diagonales sont des valeurs propres de T
— Sin =1, soit les uniques composantes A = compy;(7") et p = comp, (u). On a :

Tou=N- [ =A-[1]-[] = A-u

ce qui montre que la composante diagonale A\ est une valeur propre de 7T
— Supposons que le résultat soit vrai pour n — 1. Partitionnons & part la derniére ligne et la
derniére colonne d’une matrice 7' € M(K,n,n) :

T 5
=[]

Donc, TV est une matrice triangulaire de la forme :

M
T(nfl) — 0 .
0 0 M1
ou les composantes diagonales Ay, ..., \,,_1 vérifient :

T(”_l) . ul('n—l) = )‘Z . u(.n_l)

)

pour certains vecteurs propres uf."*” # 0. Nous allons chercher les vecteurs propres u € K"
de T sous la forme :
u =
I

_1)

ouv e K" et ue C. Sion choisit v = ugn pouri € {1,2,...n—1}et u=0,0na:

Les valeurs propres de T Y sont donc également valeurs propres de 7. Il nous reste &
examiner le cas de A,,. Posons :

Al_)\n
A= 0 .
0 0 A1 — M\

On doit donc trouver un vecteur u € K" non nul tel que :

(T Ao~ 1)-u= [’3] = {Adul =0

Il suffit donc que u # 0 vérifie A - u = 0. Mais comme A est de taille (n — 1,n), le rang r
vérifie r < n —1 < n. Le systéme admet donc une infinité de solutions non nulles et A, est
également une valeur propre de 7.
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99.9 Forme de Schur

Soit une matrice carrée A de taille (n,n). On choisit la valeur propre A; la plus grande de A et
on évaluer un vecteur propre non nul correspondant u; en résolvant le systéme :

(A=A -I)-u; =0

On construit alors le complément orthogonal (ug, ..., u,) tel que (uy,...,u,) forme une suite or-
thonormée. On a donc uj - u; = §;;. Soit la matrice U de taille (n,n) définie par :

U1 = [u1 Uus ... un]

On a bien sur Uy = Uy et :

A-U = [A-ul A-uy ... A-un}
[/\1'U1 A'Ug Aun]

En multipliant & gauche par la duale, on obtient :

[ (-t uy)  (ur o A-ug) (uy - A-uy)
AUy u uy - A-u uy - A-uy,
G = | o) (A (A
| (N w) (uy s Aug) o (ug Ay
[N (W Aiuy) o (uh-A-uy)
0 (ub-A-uy) ... (uh-A-uy)
0 (up - Aug) o (up Aug)
ou, plus schématiquement :
N AL
Ul'A'U1_|: O A(n_l):|

On peut réitérer le méme raisonnement en utilisant la plus grande valeur propre de A®™~ et une
matrice unitaire correspondante U~ . Posons :

1 0
V= { 0 Uty }

On obtient :
Al
Uy -Ur-A-U -Uy=| 0 X
0 0 A2

On continue ainsi, en utilisant & I'étape k + 1 la plus grande valeur propre de A™ %) et :

Iy, 0
U1 = [ 0 Un—h }

On s’arréte évidemment lorsque k£ 4+ 1 = n. Posons :

U=U,-...-U,
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On obtient a la fin du processus une matrice triangulaire :

A1
U--A-U=T=| o L
0 0 X\,
Comme :
Ult=0r .. U =U"

on obtient, en multipliant la relation précédente a gauche par U et a droite par U* la décompo-
sition :

A=U-T. U~

On appelle cette décomposition la forme de Schur et on la note :

(T',U) = Schur(A)

Valeurs propres

La matrice T' étant triangulaire supérieure, ses éléments diagonaux sont des valeurs propres de
T. Par invariance sous transformation, on voit aussi que les valeurs propres de :

A=U-T-U"=U-T-U!

sont égales aux valeurs propres de T'. La décomposition de Schur d’'une matrice A nous permet
donc de connaitre les valeurs propres en examinant la matrice triangulaire obtenue.

Ordre

Nous allons montrer par récurrence sur la taille de A que les valeurs propres sont triées par ordre
décroissant. Sin = 1, il n’y a rien a montrer. Supposons a présent que le résultat soit vrai pour n —1.
Soit :

(R, V) = Schur(A"~Y)

Par 'hypothése de récurrence, R contient sur sa diagonale les valeurs propres de A™~1) triées par
ordre décroissant :

Ay > A3 > ...

Mais on a aussi :

1 0 . L 0| | M ...
{0 v*}'Ul'A'Ul'{o v]_{o R]
Les valeurs propres de A1 sont donc également les valeurs propres de A. Par construction

de l'algorithme, A; est la plus grande valeur propre et on a A\; > max{As, ..., \,}. On en conclut
finalement que :

A=A > A3 >
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99.10 Algorithme QR

Le but est d’évaluer les valeurs propres d’une matrice A. Pour cela, on tente d’obtenir une ap-
proximation de la forme de Schur. Il s’agit d'un algorithme itératif qui part de :

A():A

A chaque itération k, on décompose la matrice A; obtenue & l'itération précédente en utilisant
I’algorithme de Householder :

(Qr, Ri) = Householder(Ay)

On a alors Ay = Qy - Ry, avec QQF = Q,;l. On construit ensuite une nouvelle matrice Ay, par :

App1 = Q% - Ap - Qe = Q- Qi - Ry - Q. = Ry, - Qi

Au bout de p itérations, la matrice A, produite par ’algorithme vérifie :

Ay =@ Q- A-Qo- - Qp

En inversant cette relation, on obtient :

A=Qo-o Q- Ay Q5 Qp

En injectant I'identité A, - Q; = R,, on arrive a :

A:QO-...QP-RP'Q;71'~-"Q8

Si les suites :

Up = Qo . Qp
et It, convergent :
lim U, =U
p—0o0
lim R, = R
p—00
on a bien évidemment :
1' * — U*
pi{go up -1

On en déduit la forme approximative :

A=U-R-U"~Uy- Ry U}

pour N suffisamment grand. Par invariance sous transformation réversible, les estimations des
valeurs propres de A sont sur la diagonale de la matrice triangulaire supérieure Ry =~ R. On peut se
servir de ces estimations pour appliquer I'algorithme de Schur et construire une matrice triangulaire
ol les valeurs propres sont triées par ordre décroissant sur la diagonale.
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99.11 Matrices hermitiennes
Si A est hermitienne (A = A*), la forme de Schur (7', U) = Schur(A) implique que :

A=U0-T-U'=A"=U-T"-U"

On en déduit en multipliant a gauche par U* et a droite par U que T' = T™. Mais comme T est
triangulaire supérieure, on a t;; = comp;;(T) = 0 si i > j. De I'autre coté de la diagonale, on a
tj; = t;; = 0. On en conclut que les seuls éléments potentiellement non nuls doivent se trouver sur la
diagonale (i = j). La matrice T" se réduit donc & une matrice diagonale formée a partir des valeurs
propres \; (non nécessairement distinctes) de A :

T=A= diag()\l, cees )\n)
En multipliant A =U - A - U* a droite par U, on a :

A-U=AN-U

Donc, si u; = colonne; U, on a :

Les vecteurs propres sont donc donnés par les colonnes de U. Comme U*-U = I, on a la propriété
d’orthonormalité :

99.12 Théoréme de Courant-Fisher

Soit une matrice hermitienne A et sa forme de Schur :

A=U-AN-U*
Nous posons :
A = compA
u; = colonneU

)

pour les valeurs propres et vecteurs propres correspondants. Les valeurs propres étant triées par
ordre décroissant, on a :

A=A > A3 >
On considére le rapport de Rayleigh défini par :

¥ A-x

T*-x

R(z) =

pour tout z € C™\ {0}. Choisissons un tel 2. Comme les u; forment une base orthonormée, on a :

n
xr = E a; - U;
i=1

ou a; = (u; | ) par orthonormalité. Le rapport s’écrit alors :
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Dijer Qi ag e up - A
D gt it @ U Uy
Yoy il A
Z?:1|aj|2

Posons :

|@z'|2
2
> =1 lagl

Il est clair que les w; sont des réels positifs et que :

- Dbl
Z 1’%’

w; =

On a alors :
n
- E w; -\
i=1

Propriétés extrémales

Nous allons analyser les extrema du rapport de Rayleigh sur les ensembles :

Pm = span{uj,ug, ..., uy} \ {0}
On = P’é—l \ {0}

— Six € P, les seules coordonnées non nulles sont aq, ..., a,,. Il en va donc de méme des w; et :

On voit aussi que :

i=1 i=1 i=m+1
m
i=1
m
= D w
i=1
Les valeurs propres étant ordonnées par ordre décroissant, on a donc :

) > Ay, iwi = A\
i=1

Cette borne inférieure est atteinte en u,, € P,,

R(upy) = A\
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On en conclut que A, est le minimum de R sur 'espace P,, :

- A-x
Ay, = mMin ——
2€Pm IT* - X

et que u,, est solution du probléme de minimisation :

. -A-x
Uy, € arg min
z€Pm X* - X

— Siz € 9, on doit avoir (z| z) = 0 pour tout z € P,,_1, et en particulier :

ap = (ug | z) =0

pour tout k € {1,...,m —1}. Les m — 1 premiéres coordonnées sont nulles. Les m — 1 premiers
w; le sont donc aussi et :

La somme des w; se simplifie alors en :

Les valeurs propres étant ordonnées par ordre décroissant, on a donc :

n
R(z) < A\ Zwi = Am
i=m
Cette borne supérieure est atteinte en u,, € Q,, :

R(uy) = A\

On en conclut que A, est le maximum de R sur 'espace Q,, :

Az
Ay, = MaX ————
2€Qm IT*-X

et que u,, est solution du probléme de maximisation :

- A-x
Uy, € arg max
t€Qm I* - I

Minimax

Soit m € N et la collection d’espaces vectoriels de dimension m générés par des bases orthonor-
mées :

D,, = {span{vy, ..., v, } : v; € C", (v; | v;) = 6;; pour tout i,j € {1,...,m}}

On définit des collections associées par :

Vo = {X\{0}: X e€D,}
Wi = {X'\{0}: X €D,_1}
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— Soit X € V,, et la suite (vy,...,v,,) formant une base orthonormée de X. Il est équivalent

d’imposer la contrainte x € X N Q,,, ou d’imposer simultanément que z # 0 s’écrive :

m
xr = E (Zj'Uj
Jj=1

et que x soit orthogonal a wuq, ..., Uy, _1 :

m

(wil @) = (uilv;)-a; =0

Jj=1

pour tout i € {1,...,m — 1}. Soit la matrice C' € M(C, m — 1, m) de composantes :

comp C' = (u; | v;)
ij
et le vecteur a = [a; ... a,|*. On doit alors avoir C' - a = 0. Cette matrice étant strictement
longue, il existe une infinité de solution dans I'espace :

S={acC":C-a=0}

On peut donc choisir a # 0 dans S correspondant & un x # 0 appartenant & X N Q,,. On a
alors :

min R(z) < R(z) < max R(z) = A\,

zeX 2€Qm

L’espace X produit donc un minimum inférieur ou égal a \,,. Le cas particulier X =P, € V,,
atteignant la borne, on en déduit que :
- A

Ay, = IMax min
X€Vm zeX IT*-T

Soit Y € W,,. On peut alors trouver un X € D,, ; tel que Y = X+ \ {0}. Soit la suite
(1, ..., Up—1) formant une base orthonormée de X. Il est équivalent d’imposer la contrainte
x € Y NPy, ou dimposer simultanément que x # 0 s’écrive :

m
xr = Zaj . Uj
j=1
et que x soit orthogonal a vy, ...,v,, 1 :
m
(Wil x) = (vilu)-a;=0
j=1

pour tout i € {1,...,m — 1}. Soit la matrice C' € M(C, m — 1, m) de composantes :
comp C' = (v; | u;)
]

et le vecteur a = [a; ... ap|*. On doit alors avoir C'- a = 0. Cette matrice étant strictement
longue, il existe une infinité de solution dans l’espace :

S={acC™:C a=0}

On peut donc choisir a # 0 dans S correspondant & un = # 0 appartenant & Y N P,,. On a
alors :

Am = min R(z) < R(z) < max R(z)

2EPm zeY
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L’espace Y produit donc un maximum supérieur ou égal a \,,. Le cas particulier Y = Q,,, € V),
atteignant la borne, on en déduit que :

. - A-x
Ay = min max
YEWn z€Y ¥ - T

Remarque

Si les valeurs propres étaient ordonnées par ordre croissant :

A< A <A<
on aurait bien entendu :

_ - A-x - Ax
A, = INin Max —————— = max min
X€EVm 26X XXX YEW,, z€Y X -

Résolution numérique

Les propriétés extrémales nous offrent un moyen d’obtenir numériquement des approximations
des valeurs et vecteurs propres d’'une matrice hermitienne.

Valeur propre maximale

Nous allons nous servir d’un algorithme d’optimisation pour obtenir le maximum \; de R sur
Q; = R". A titre d’exemple, nous choisissons « la plus grande montée », qui n’est rien d’autre que
I’opposé de la plus grande descente. On part d'un vecteur x # 0 et on considére I'itération k :

Tpt1 = Tk + Qg - Op

ol a, € R et §, € R™. Soit Jy = (OR(z))* et le développement :

R(£k+1) ~~ R($k) + oy - Jl: - 0k
On a vu que pour maximiser J} -6 = (Ji | o) sur B(0, || Jx||), il suffit de choisir 6 = J;. On pose
donc :
Tpy1 = T + - i
Si Hy, = 0?°R(xy), la valeur optimale de ay s’écrit :
 Ji e
CJf - Hy o Jy

On peut aussi utiliser un autre algorithme de minimisation libre pour construire une suite x; dont
on espére que limy o T = uy et limy_o R(zg) = A1.

673

Autres valeurs propres
Supposons que 1’on ait déja obtenu une bonne approximation de (A1, ..., A1) et de (g, ..., Up—1)-
Si on veut que x € Q,,, il faut et il suffit d’imposer que :
(up| ) = . = (U1 | ) =0

On est donc amenés a construire le complémentaire orthogonal (v, ..., v,) de (U1, ..., Up_1) €t &
poser :

V = [Um U1 - V)
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On a alors span{v,, ...,v,} = Q,,. Pour tout = € Q,,, on peut donc trouver z = [z, ... z,]* €
R™»=m+1 tel que :

n
xr = E Zi v =V -z
i=m

On pose donc :

2 VAV 2
=RV . 2)=
o(z) = R(V - 2) = — 5
Par orthonormalité, on a V* -V = I. On est donc finalement amené a maximiser :
2 VLAV 2
o(z) = *
2* -z

sur R*~™*1 Pour cela, on part de zy # 0 et on itére :
Zra1 = 2k + o - 0o(zk)
ou :

0o(zk)* - Do(zk)
do(zk)* - 0%0(2) - Do(zk)

A =



Chapitre 100

Valeurs singuliéres

100.1 Décomposition en valeurs singuliéres

Soit les espaces vectoriels E et F' et une application linéaire A : E — F admettant un dual
A* . F — FE. Les applications A* o A et A o A* étant auto-adjointes, il y a fort a parier que leurs
valeurs et vecteurs propres possédent d’importantes propriétés.

Supposons que A* o A admette les valeurs propres \; € K triées par ordre décroissant (A\; > Ay >
A3 > ...) et correspondant aux vecteurs propres v; € E formant une suite orthonormée. On a donc :

A% o Avy) = Ai - vy
On voit que les vecteurs z; = A(v;) € F possédent la propriété :
A*(Zz) = A* @) A(UZ) = /\z *U;
et :
Ao A*(z) = AN - vi) = Ai - A(vi) = Ai - 2

Les z; sont donc vecteurs propres de A o A* de valeurs propres \; identiques & celles de A* o A.
On a l'orthogonalité :

(zi] 2;) = (Avi) | Avy)) = (vi| A0 A(v;)) = Aj - {vi| vj) = Ai - 6
On voit aussi que les valeurs propres sont positives :
Ai = (A(v;) | A(vi)) 2 0

Comme elles sont également triées par ordre décroissant, on a \; > Ay > ... > A, > 0 pour un
certain r € N, et A, = 0 pour tout n > r. Dans la suite, nous nous restreignons aux valeurs propres
non nulles. On peut alors poser :

Uz:\//\_z>0

afin de normaliser les z; :

1 1
w=—-z=— A(v;)
o; g;
On a alors :
(i | uj) = (vi| vj) = dy
ainsi que :

619



620 CHAPITRE 100. VALEURS SINGULIERES

by
A*(Uz) = ;7' cV; = 0 U;
%

Nous disposons donc des relations primales et duales :

A(’UZ) = 0; " U;
A*(Ul) = 0; " U;

Pour tout z € span{vy,...,v,.}, on a :

:E:Z@Hm)-vi

et :

<

Alz) = (vl z) - Alw)
= Z(%W)Uzuz

100.2 Représentation tensorielle

On conclut de ce qui précede que A peut étre représentée sur span{vy,...,v,} par le tenseur
associé :

T
A - Z O; *U; X (%
i=1
de sorte que :
Alx)=A-2=(AGx ZO’Z w; - (v; | )
On appelle une telle représentation une décomposition en valeurs singuliéres.

100.3 Dualité

Le tenseur dual est donc :
IS
= Z ag; - U; X Uy
i=1

Propriétés

On retrouve sans surprise les représentation de :

A A =Y ooy (| wg) v @

ij=1

T
= E 02-v«®v~
- 1 2 [
=1
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et de :

A- A = Zm‘ffj'<vz|vj>'ui®uj

ij=1
T
_ 2
= Z o7 - Ui Q Uy
i=1

en fonction de leurs valeurs et vecteurs propres.

100.4 Inverse
Supposons que (vy, ..., v,) forme une base de E et que (uy, ...u,) forme une base de F. Soit x € F
et y € Ftels quey=A(z)=A-z.Ona:

T s

y=S "l u= Az =3 0w (v )

i=1 i=1

On en déduit en comparant que o; - (v; | ) = (u; | y), ce qui nous donne les produits scalaires
correspondant aux coordonnées de x par rapport aux v; :

(vl ) = — - i )

On a donc :
1
xZZ(”i\@'Ui:Z;'WHZ/>'Ui

Donc, si on pose :

Ailz — - U; U;
on a :
r=A""y

100.5 Pseudo-inverse

Nous ne supposons a présent plus que les suites de vecteurs (uq, ..., u,) et (vy, ..., v,) forment des
bases de F et F', mais nous définissons malgré tout par analogie le tenseur pseudo-inverse de A par :

AT:iol’l)l@UZ
i=1 "t

Le pseudo-inverse A' de Papplication linéaire correspondante A est donc défini par :

A = ATy =" (i y)

i=1 ¢
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Tenseurs de projections

On voit que :

r

AT A = Zi.o'j

0’.
ij=1""

T

= ZUZ'®U¢

=1

correspond au tenseur de projection sur span{uy,

J 1
A- A = Zai-;

i,j=1 J

r
=1

correspond au tenseur de projection sur span{uy, ...

Dualité

On a clairement :

CHAPITRE 100.

ui | ug) v @ v

<.y Ur }. De méme :

(vi | vg) - us ® uy

(A~A*)*:A-AT
(A A=A A

Produits

On déduit des résultats ci-dessus que :

A-AT-A = Za

et :

Orthogonalité

VALEURS SINGULIERES

Soit le tenseur identité Z. On déduit de ce qui précéde les propriétés d’orthogonalité :

A (- A

A) =0

Al (ZT—-A- A =0
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100.6 Représentation matricielle

Soit une matrice A € M(K, m,n) et p = min{m,n}. L’algorithme de décomposition en valeurs
singuliéres est trés simple. On évalue :

(A1,U) = Schur(A - A)
(A, V) = Schur(A* - A)

On a alors U, A; € M(K,n,n) et V, Ay € M(K, m, m). Comme les matrices A* - A et A- A* sont
hermitiennes et que leurs valeurs propres sont identiques, les matrices « triangulaires » obtenues sont
en fait diagonales et :

A1 = diag()\l, )\p)

A2 = diag()\l, >\p)

On pose alors o; = /\; pouri € {1,2,...,p}etonaocy >0y > ... >0, > Oeto, 14 =...=0,=0.
Les colonnes de U et de V sont les vecteurs propres correspondant :

u; = colonne U
7

v; = colonne V'

(2

On a également U™! = U* et V! = V*. La décomposition en valeurs singuliéres de A s’écrit :

' '
*
A= E 0 U @ Uy = E O U+ U]
=1 i=1
Si nous posons :
S = diag(oy, ..., 0,)
m,n

on peut réécrire la décomposition de A sous la forme :

A=U-5-V*

On note alors :

(U,S,V) = DVS(A)

100.7 Pseudo-inverse

Le pseudo-inverse est donné par :

On a donc :
1 1
ST = diag (—, ey —)
n,m 01 Or

At =Vv.8t.U*

et :
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100.8 Systémes linéaires

Moindres carrés

Soit la matrice A € M(K, m,n), le vecteur matriciel b € K™ et I'erreur produite par z € K" :

e(r)=b—A-zx

On dit aussi que e(z) est le résidu du systéme en z. Nous allons tenter de minimiser :

E(z) = e(2)" - e(x) = |le()|’

en utilisant la décomposition en valeurs singuliéres A =37, 0; - u; - v}. Comme (v1, ..., v,), suite
orthonormée et linéairement indépendante, forme une base de K", on peut exprimer x en fonction
de ses coordonnées dans cette base :

:U—sz vl—z (v; | ) - vy

=1

Comme (uy, ..., Uy,), suite orthonormée et linéairement indépendante, forme une base de K™, on
peut exprimer b comme :

m

b=> (u;|b)-u

=1

On a également :

T T
i=1 i=1

On en conclut que lerreur s’écrit :

T

e(x) = ((ui|b) —oi-xi)-ui+ Y (u;] b) - u

=1 i=r+1

Posons :

(u; | b) siie{r+1,..,m}

On a alors e(z) = Y 7", e;(x) - u; et

ei(x) = {<u1| by —o;-x; siie{l,..r}

E@) = @) = 3 () - e5() - uf -y = Z|ez

On a donc :

E(x) =Y Nus| 0) =iz + Y [{ui| B

i=1 i=r+1
Dans le cas ot 'on travaille avec des réels, 'annulation de la dérivée par rapport aux x; nous
donne :

2((u; | by — 0y - ;) =0

lorsque i € {1,...,7}. Nous n’avons par contre aucune contrainte sur x, .1, ..., ,. Un choix satis-
faisant les conditions ci-dessus est donc :
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. {<ui|b> Jo, siie{l,..r}

0 siie{r+1,..,n}
Notre x potentiellement optimal s’écrit donc :

T

szé-(uiHﬁ-vi

i=1 "

La somme ressemble & une expression faisant intervenir le pseudo-inverse. En effet, on a :

~ 1
Al b= E — v (u; | by =
a;
i=1

Considérons a présent le cas général complexe. On voit que pour le choix z = AT - b :

m

E(x) = Wul b

i=r+1

On en déduit la borne inférieure de erreur :

5(2)=Z!<ui\b>—fn-<vilz>!2+ D Ml P = ) [ o) = E(x)

=r+1 i=r+1

pour tout z € C". Le choix x = AT - b minimise bien la norme de 'erreur sur C" :

x=A'-bcargmin&(2)

zeCn

Les x,41, ..., , étant des complexes arbitraires, nous allons montrer que I’ensemble optimal s’écrit :

: _ T _ T, IV
arg?éégg(z) =I = {(A b+ Z Z; v1> : xT+1,...,xn€C}

i=r+1

En effet, on a £(z) = E(z) pour tout z € I'. On voit aussi que tout choix de z ¢ I" provoque :

Z|<ui|b>_0i'<vi|2>|2 > 0

et donc £(z) > &(x).

Projection

On peut réécrire I" sous la forme :
I'= {14Jf ’ b} + Span{vr-i-la R Un}
Soit la matrice de projection :

P = zn: v; ® U;

i=r+1

On sait que P - z € span{v,41,...,v,} pour tout z € C" et que P -y = y pour tout y €
span{v, 41, ..., v, }. On en conclut que tout x € I" peut s’écrire sous la forme :

r=A"b+P 2
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pour un certain z € K". La matrice de projection P est également la complémentaire de la
projection sur span{vy, ..., v, }. Or, on a a vu que AT . A est précisément cette matrice de projection.
On retrouve donc fort logiquement :

[—ATA:iUZ(@Ul—i’Ul@UZ: i UZ'®’Ui:P
=1 =1

i=r+1

On a donc en définitive des vecteurs optimaux de la forme :

r=A" b+ (I —-A"-A) 2

Solutions

Soit I'espace des solutions :

S={zeC":A-z=b}={xeC":&x)=0}

Si (upq1|b) = ... = (U | b) = 0, le minimum de Perreur est nul et £(x) = 0 pour tout = € I
On en conclut que z € S, d’ou I' C S. D’un autre coté, tout z € S minimise £(z) = 0. On a donc
également S C I et finalement I' = S.

Inversément, si S # ), on conclut que (u,11|b) = ... = (uy | b) = 0.

Norme contrainte

Supposons que S # (). Soit x € I' = S, que 'on écrit sous la forme :

i=r+1

T

:Z T uz]b—l-le v;

i=1 i=r+1

Par orthonormalité des v;, on a :

r

1

2

[2]” = 2" -z = Z—Q (ui | B)[° +lez
=1 Ji

1=r+1

On voit que :

el 2 3 -l 0 = -
On en conclut que le choix = Af - b minimise la norme de x sur S :
At b € argmin ||z
z€eS

Lien avec les résultats précédents

— On a montré précédemment en dérivant les expressions matricielles que le choix :

z= (A AL AT b

minimise également I'erreur £ sur R™ lorsque l'inverse de A* - A existe. Si tel est le cas, on a :
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et :

O—.
> vl vg) v @,
ig=1 i

T

1
— v @u; = AT

0'4
i=1 ¢

— On a vu aussi en utilisant les multiplicateurs de lagrange que le choix :

x=A"(A-A) b

minimise également la norme de z sur S lorsque l'inverse de A - A* existe. Si tel est le cas, on
a :

r

1
(A-A*)—l Z?‘Ui(gui
i=1 ¢
et :
T 0
A (A-AT = Y S w) @
ig=177
1
i1 i

100.9 Image et noyau

Tout vecteur b = A -z =)' 0;- (v;| z) - u; est exprimé comme une combinaison linéaire des
(Ul, ceey

u,). On en conclut que im A C span{uy, ..., u, }. Réciproquement, si b € span{uy, ...,u,}, on a
(Ups1| b) = (um | b) = 0 et l'espace des solutions {x € C" : A -z = b} n’est pas vide. On en conclut
que span{uy, ..., u,} € im A. D’ou finalement :

im A = span{uy, ..., u, }

Tout vecteur z € span{v,;1,...,v,} vérifie (vy | 2) = (v,]| 2) = 0. On en déduit que A -
z =30 ,0-0-u = 0 et que span{v,41,...,v,} C ker A. Réciproquement, si z € ker 4, on a
Sy oi-{(vi| z) - u; = 0 ce qui implique (v | z) =
span{v,41, ..., v, }. Dot finalement :

= (v,] z) = 0. On en conclut que ker A C

ker A = span{v,41, ..., v, }
100.10 Normes

La décomposition en valeurs singuliéres permet d’évaluer facilement la norme usuelle des appli-
cations linéaires :

A
A4l = sup

o

Tz = max{oy,...,0.}
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ainsi que la norme de Frobénius :

[Alp = vA: A=

100.11 Fonctions de matrices

La décomposition en valeurs singuliéres permet d’étendre la définition d’une fonction f : R — R.
Soit la décomposition de A :

,

*

A= E o - U - V]
i=1

On définit alors :



Chapitre 101

Espaces de Hilbert

101.1 Définition

Un espace de Hilbert H est un espace de Banach dont la distance découle d’un produit scalaire
(|) défini sur H :

dist(u,v) = ||u —v| = V/{u—v|u—)

Dans la suite, nous considérons un espace de Hilbert H sur K.

101.2 Utilisation

Les espaces de Hilbert permettent de généraliser en dimension infinie nombre de résultats valables
en dimension finie. Parmi eux, les espaces fonctionnels sont trés utilisés. Ils permettent entre-autres
de relier la solution de certaines équations différentielles & des problémes de minimisation.

101.3 Complétude du noyau

Soit ¢ € H* et une suite de Cauchy {z1,xs,...} C ker¢ C H. L’espace H étant complet, cette
suite converge vers z € H. Par continuité de ¢, on a :

(p,xy = lim (p,z,) =0

n—oo

On en conclut que = € ker p. L’espace vectoriel ker ¢ est donc complet.

101.4 Complétude de I'image

Soit I'application linéaire continue A : H — H et une suite de Cauchy {y1,92,...} Cim A C H.
L’espace H étant complet, cette suite converge vers y € H. Comme les y; € im A, on peut trouver
des z; € H tels que A(z;) = y;. Par continuité de A, on a :

y= lim y, = lim A(z,) = A(z) €im A

On en conclut que y € im A. L’espace vectoriel im A est donc complet.

101.5 Complétude de ’espace orthogonal

Soit V' C H. Considérons une suite de Cauchy {z,xs,...} € V+ C H. Comme H est complet,
cette suite est convergente vers x € H. Choisissons z € V. On a :

629
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(x—an|z) = (2] 2) = (2| 2) = (2] 2)

On en déduit que :

(x| 2)] = [ —2u| 2)] < llz — 2] - [|2]]

Comme cette relation doit étre valable pour tout n et que ||z — 2, || converge vers 0, on en déduit
que :

(x]z) =0

c’est-a-dire € V*. On en conclut que V* est un espace complet.

101.6 Théoréme de projection

Théoréme 101.6.1. Soit V C H un sous-espace vectoriel complet. Pour tout x € H, il existe un
unique u € V vérifiant :

ol = inf e — 2l — i
ol = inf [l — 21| = Dist(z, V)
Démonstration 101.6.1. Soit =z € H et :

D={|lr—z|:2€e V}CR

L’ensemble D est inclu dans R et minoré puisque 0 < D. On en conclut que I'infimum A = inf D
existe. On a par définition dist(x, V) = A. Comme D C R, on a A € adh D et la distance au sens des
réels est nulle :

oist(\, D) =inf [A—7| =0
reD

On peut donc contruire une suite de z, € V tels que :

lim ||z — 2z,]| = A

n—o0
Choisissons € > 0 et m,n € N tels que :

max{||z — zn|, [z — 2]} S A+

et appliquons I’égalité du parallélogramme a :

V=2 — Zn

W= — 2z,

On a alors :
v+w =2z — (z2m + 2n)
V— W= 2, — Zm

et donc :

122 = (zm + 20) I + 120 — 2l =2 (|2 — 2l + |2 — 2ml?)
Comme :

2 2
12 = (2 + 2a)I° = Hz <x— Zm;Z") - 4” It
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on peut réécrire ce résultat sous la forme :

2

Zm+zn 2 2
=2 (HZL‘ - Zm” + ”x - Zm” )

2

|20 — zm||2 +4 Hx —

et donc :

2
Zm + 2
120 = 2ml” = 2 (llz — 2l + Iz — 2m||*) — 4 —

xr —

Comme V est un espace vectoriel, on a (z,, + 2,)/2 € V. Donc, par définition de I'infimum :

> A

Zm T Zn
aj‘_

On a aussi :

Iz = zl* + Iz = 2]l < 2(A + €)?
On en déduit que :

20 — Zmll” < 4N+ €)% — 402 = 8\ - € + 4¢?
ce qui montre que les z, forment une suite de Cauchy. L’espace V étant complet, cette suite
converge vers un certain u € V. On a alors :
|z — ul| = lim ||z — z,|| = A = dist(z, V)
n—oo
Nous avons donc prouvé I'existence d’'un vecteur u € V' minimisant la distance a x. Supposons a
présent que u,v € V vérifient :
[ = ull = [le = o[ = A
Appliquons le parallélogramme a u — x et x —v. On a :
(u—x)+(r—v)=u—v

(u—z)—(r—v)=u+v—2x
et :

lu = olf* +|Ju+ v —22]* = 2(Ju—z|* + [z —])
= 2N+ \?) =4)\°

On en conclut que :

||u—v||2 = 4)\2—||u—i-v—2x||2
2
4 u+v_
2

Mais comme (u+v)/2 €V, ona:

et :

0<|ju—v|* <4X2—4X2=0

Dong, ||lu —v|]| =0 et u = v, ce qui prouve l'unicité de la solution optimale.
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101.7 Application projective
On peut donc définir 'application de projection P : H — V par :
Iz = P(a)] = inf o — =]
ou :
P(z) = are inf ||z —
() = arg inf |z — 2|
Comme P(z) € V, cela revient a :

P(x) = argmin [|lz — |

101.8 Orthogonalité

Soit x € H et u = P(x). L’écart e = x — u posséde-t-il les mémes propriétés d’orthogonalité qu’en
dimension finie? Soit a e Ketv e V.Onau+a-v eV et donc :

2 2 2 2
o —ul” = le|” <flz —u—a-v]" = [le —a v
En développant ce dernier membre, on obtient :
2 2 2 2
lell” < [lef|” = 2R(er- (e[ v)) + |a]” - [|v]
On en déduit que :
2 2

o [[o]l” = 2R(e - (e] v)) = 0

Utilisant la définition du produit complexe, il vient :
[af* - [Jo]|* = 2R(e) - R((e] v) +23(a) - S((e| v)) > 0

Choisissons o =y € R, avec v > 0. On a R(a) = v, I(a) =0 et |a|* = 42 Donc :

7ol =2y - R((e| v) > 0
Si nous divisons par 7 et que nous faisons passer le second terme dans le second membre, il vient :

2R((e] v)) <7+ floll”

Comme ce doit étre valable pour tout v strictement positif, on en conclut que R({e|v)) < 0.
Recommencons le méme procédée avec « = —y < 0. On a :

¥ ol* + 2y - R({e| v) > 0
et :

2R((e] v)) = 7 |lul”

Comme ce doit étre valable pour tout § = —+ strictement négatif, on en conclut que R({e | v)) > 0.
D’ou finalement R({e | v)) = 0.

Choisissons & présent o = i, ot le réel v > 0 et o1 i = /—1. On a R(a) = 0, J(a) = 7 et
la)* = ~2. Donc :

7ol + 2y - S(le| v) > 0
On en déduit que :
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23((e | v)) = =y vl

Comme ce doit étre valable pour tout § = —+ strictement négatif, on en conclut que I({e | v)) > 0.
Recommencons le méme procédée avec o« = —iy, avec vy > 0. On a:

v ol? =2y - S({e] v) > 0
et :

25 ((e| v)) < 7 - [[v])?

Comme ce doit étre valable pour tout v strictement positif, on en conclut que S({e|v)) < 0.
D’ou finalement ((e| v)) = 0. Ce produit scalaire ayant des parties réelles et imaginaires nulles, il
est nul :

(e|v)=0

Cette relation d’orthogonalité étant valable pour tout v € V, on en conclut que e € V.

101.9 Identité locale

Soit v € V. Il est clair que le choix v = v minimise la distance ||v — u| > 0 sur v € V' puisque
|lv — v|| = 0. Par unicité de la solution optimale, on en déduit que P(v) = v pour tout v € V.

101.10 Invariance

Comme v = P(z) € V pour tout € H, on a :

P?(x) = Po P(z) = P(v) = v = P(z)
d’ou P? = P.

101.11 Somme directe

On peut donc exprimer tout x € H comme une somme :

r=u-+e

ot u = P(z) € Vete=x— P(x) € V. Nous allons voir que cette décomposition est unique.
Soit x € H et les vecteurs u,v € V et y, z € V* tels que :

r=ut+y=v+z
On a:

0=z 2|’ =lluty—v—=2l =|l(u—v)+y -2

Commeu—v€Vety—z€V ona(u—v|y—z)=0.On peut donc appliquer le théoréme
de Pythagore. On obtient :
2 2 2
0=(u=v)+y—2)" = llu—vl]"+ |y -z

ce qui n’est possible que si ||u —v|| = ||y — z|| = 0, c’est-a-dire w = v et y = z, ce qui prouve
'unicité de la décomposition. L’espace H est donc la somme directe de V et de V* :

H:VQBVL
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101.12 Biorthogonal

— Soit € V. Pour tout z € V*, on a :

(x| 2) =0
Donc x € (V1)L et V C (V1)L
— Soit x € (VH)X C H.Onpose u=P(z) e Vetv=x— P(z) € VL. Onadoncz =u-+wv.
Par définition de (V+)*, on a :
(x| 2) =0

pour tout z € V4. Comme u € V, on a aussi (u| z) = 0 et finalement :

0=(e]2) = (u] 2)+ (] 2) = (v] 2)

Si on choisit z = v, cela donne (v|v) = 0, dot v = 0 et z = u € V. On en conclut que
(Vvhtcv.
On conclut de ces deux inclusions que :

(VHt=Vv

101.13 Théoréme de représentation de Riesz

Nous allons a présent établir une équivalence entre les formes linéaires de H* et le produit scalaire
sur f.

Théoréme 101.13.1. Pour toute forme linéaire ¢ € H*, il existe un et un seul u € H tel que :

(p,x) = (u] z)
pour tout x € H. On dit que u représente ¢ sur H.

Démonstration 101.13.1. Soit le noyau :

N=%kerp={r e H:(p,x)=0}
— Si N = H, il suffit de choisir v = 0. On a alors :

(p,2) =0=(0]2) = (u] z)

pour tout x € H. Pour prouver ['unicité, si on a aussi v € H représente également ¢, le choix
x = v nous donne :

(p,v) = 0= (v[v)

ce qui implique que v = 0.

— Dans le cas contraire, on a H\ N # (). Comme N est complet, on peut lui appliquer les résultats
relatifs aux projections, dont la somme directe H = N @ N-+. Choisissons a € H \ N. On
a {p,a) # 0 et une unique décomposition a = b+ ¢, ot b € N et ¢ € N+. On a donc par
définition (¢, b) =0 et :

0 # (p,a) = (p,b) + {p,c) = (p,0)

En partant de vecteurs de la forme v- ¢, ott v € K, on peut obtenir la valeur de ¢ en n’importe
quel x € H :
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<907’7'C> =" <QD,C> - <Q0,[L’>
Il suffit donc de choisir :

_ ()
{0, 0)
Considérons un € H quelconque et sa décomposition unique x = y+2, oty € N et z € N*.
Si
_ ()
(. 0)

on a (p,w) = (¢, ). Posons v = x — w. On a alors :

(p.v) = (p,2) = (p,w) =0
On en déduit que v € N. Comme on a aussi w € N+ et = v 4+ w, on conclut par unicité de
la décomposition que v =y et w = z. Pour tout v € H, on a :

(u] z) = (u]v) + (u| w)

Par analogie avec (¢, v) = 0, on voudrait bien que (u|v) = 0. Pour cela, il suffit de choisir
u € N*, par exemple u = \ - ¢ pour un certain A € K. Si on veut que u représente ¢, il faut
en particulier que (u | ¢) = (p, ), c’est-a-dire :

(Aele)=X-{c|c)={p,0)

d’onr :
(p,c)
A:
(c]e)
et :
(p,c)
U= c
(c]e)
Soit x € H. On a la décomposition :
I CT
(@, c)
ouv € N. Donc :
(p, ) (p,0)
ulxry = . -(clec)+(ulv
(ula) = LD+ (uly
= (p,x)

Nous avons prouvé l'existence d’un u € H représentant . Pour 1'unicité, si u et p représentent
Y, on a:

(u=plaz)=(ulz) = (plz)=(p,x) = (p,2) =0

pour tout x € H, et en particulier pour x = u — p, d’ou :

Ju—p|> = (u—plu—p)=0

ce qui implique v — p = 0 et donc u = p.
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101.14 Extension aux formes bilinéaires

Théoréme 101.14.1. St 9 : H x H — K est une forme bilinéaire de norme finie sur H, il existe
une unique application linéaire et continue A : H — H telle que :
(u,0,v) = (A(u) [ v)
pour tout u,v € H.
Démonstration 101.14.1. Pour tout u € H, on définit la forme linéaire ¢, : H — K par :

<Q0uv ZL‘> = <u7 v, 93)
pour tout x € H. Pour u € H fixé, ¢, est continue car :

1w, ) = [1Cu, 0, )| < 191 i - Mlell - ]
d’ott ||¢u|| < I - |Jul]] < 4o00. On peut donc trouver un unique représentant A(u) € H tel que :

(A(u) | z) = (pu, 2) = (u, 7, z)
pour tout x € H, ce qui définit 'application A : u € H — A(u) € H. Cette application est
linéaire car :

(Al-u+p-v)|z) = (a-u+p-v,90,2)
= o (u,v,z)+ 0 (v,9,x)
= o (A) | 2)+ 6 (A@) | 2)

pour tout u,v,x € H et o, f € K. Elle est également continue car :

IA@)II* = (A(u) | A(w)) = (u, 9, A(w) < 195, - lull - [A@)]

On a donc soit A = 0 et a fortiori A continue, soit :

[AC < [Pl - [Jull < o0

101.15 Application adjointe

Théoréme 101.15.1. Soit une application A : H — H linéaire et continue. Il existe une unique
application A* : H — H telle que :

(A" (0) [ u) = (v] Au))
pour tout (u,v) € H?.

Démonstration 101.15.1. Choisissons v € H. L’application ¢, : v+ (v | A(u)) est une forme linéaire.
Elle est continue car :

(oo, ) = (v | A(u))| < [Jofl - | A < ol - JAI - [l

On a donc :

oo < NAJ- vl

Le théoréme de Riesz nous dit qu’il existe un unique A*(v) € H tel que :

(A*(v) | u) = (pu,u) = (v A(u))
pour tout u € H. Comme ce résultat est également valable quel que soit v € H, nous avons défini
I’application A* : H — H demandée.
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101.16 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 101.16.1. Soit une forme bilinéaire ¥ : H X H — K de norme finie. Nous supposons
qu’il existe un réel o > 0 tel que :

(u,0,u) = o |Jul®

pour tout w € H. On dit que ¥ est coercive. Soit une forme linéaire et continue ¢ : H — K. Nous
allons montrer qu’il existe un unique s € H tel que :

<57 v, U> = <(P, U)
pour tout v € H.

Démonstration 101.16.1. En appliquant le théoréme de Riesz, on peut trouver un unique f € H qui
représente ¢ sur H :

(e, 0) = (fv)

pour tout v € H. On dispose aussi d’une application linéaire continue A telle que :

(u, 0, 0) = (A(u) | v)

pour tout u,v € H. Pour tout s vérifiant la condition du théoréme, on doit donc avoir :

(flv) = {e,0) = (s,9,0) = (A(s) | v)
et donc (f | v) = (A(s)| v) pour tout v € H. Par linéarité, on en déduit que :

(f = A(s) | v) = 0

Le cas particulier v = f — A(s) nous donne :

(f = As)| [ = A(s)) = |If = A(s)|* = 0

On en déduit que f — A(s) = 0, autrement dit A(s) = f.

On sait que 'image V = im A C H est un espace complet. On a dés lors la somme directe
H=V@V:L Soit ue VL. On a (A(x) | u) = 0 pour tout € H. Le choix = u combiné avec la
coercivité de 1) nous donne :

0< o flull® < {u,d,u) = (Alu) | u) = 0

Divisant alors par o strictement positif, on obtient ||u®> = 0, ce qui n’est possible que si u = 0.
On en déduit que V+ = {0}. Pour tout x € H, on a donc la décomposition x = y+0 = y avec y € V.
On en déduit que H =V =im A. Donc f € im A, ce qui prouve 'existence d’au moins un s € H tel

que A(s) = f.
D’un autre coté, si s,t € H vérifient A(s) = A(t) = f,ona A(s—t) = A(s) — A(t) = f— f=0.
Donc :
0<o-[ls—t|* < (s —t, 0,5 —t) = (A(s =) [ s = 1) = (0 s = t) = 0

ce qui implique que ||s — ¢||* = 0, d’ou s = ¢. La solution s est donc unique.

Inverse

Nous avons également prouvé que pour tout v € H, il existe un unique u € H vérifiant A(u) = v.
L’application A est donc inversible et A~ (v) = u.
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101.17 Suite orthonormeée
Si une suite {u; € H : i € N} vérifie :

(u; | ug) = dij

pour tout 4,5 € N, on dit qu’elle est orthonormée. Dans la suite, nous considérons une suite
{u; € H : i € N} orthonormée.

101.18 Inégalité de Bessel

Soit x € H et une suite orthonormée {u; € H : i € N}. Par analogie avec les projections sur des
espaces de dimension finie, on pose (sous réserve de convergence) :

+o0
p=>Y (u|x) u
=1

Soite=x—p.On a:

(unle) = (u|z) = (ui] @) (w| w)

i

= <Uk|$>—z<uz|$>5zk
= (ur|z) — (| x)
0

On en conclut que :

(pley=>) (z|u)-(uile)=0

%

On a donc :

2 2 2 2
[zlI* = llp +ell” = [lpl|” + [lel|
d’ou :
z)|* = llpll* = llell* > 0

Par orthonormalité, la norme de p vérifie :

Pl =D G | )
d’otu :
ol = 3 (i 2)* > 0
c’est-a-dire :

D w2 < Jal?

7
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101.19 Base hilbertienne

Si, pour tout x € H, la suite des projections finies :

n

Pn=Z<Uz‘|I>'Ui

1=1

converge vers T

n

=1

au sens de la distance dérivant du produit scalaire, on dit que les u; forment une base de Hilbert
(ou une base hilbertienne) de H. On a alors :

“+o0
i=1
Les scalaires :
r; = (ui | )

sont appelés les coordonnées de x par rapport aux u;. Dans la suite, nous considérons une suite
{u; € H :i € N} formant une base hilbertienne de H.

101.20 Egalité de Parseval

Soit x € H et ¢ > 0. On peut trouver un n € N tel que :

n

i=1

D =

Mais les propriétés des projections nous disent que :

0<D?=|lz|* = Y [{ui| 2)]”
i=1

et donc :

n
2 2
0< Jlf* =Y [fui | 2)| < €
=1

En faisant tendre n — oo, on a ¢ — 0 et donc :

+o00
0< flall* = > lfui | 2} < 0
i=1

c’est-a-dire :

—+00
l=* =D [ | 2)”
1=1
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101.21 Produit scalaire

Soit x,y € E. On a :
+oo
i=1
+o0
yzzyi'ui
i=1

ou x; = (u; | x) et y; = (u; | y). Par orthonormalité, leur produit scalaire s’écrit :

(] y) gggozmz Yi

On a donc :

(@|y) = Zaf vi



Chapitre 102

Théorie spectrale

102.1 Progression géométrique

Soit un espace de Hilbert H et une application linéaire A : H — H. On voit que :

Zn:A’f = Td+A+ A4+ .+ A"
Aoi“lk = A+ A2+ A+ .+ A
En soustrayant ces deux équations, on obtient :
(Id—A)ozn:Ak’ZId_AnH

k=0

On montre de méme que :

o(ld— A) =1d — A™*!

Infinie

Si||A| < 1,ona ||A"| < ||A]|" — 0 lorsque n — oo et donc A™ — 0. On en déduit que :

“+oo
(Id—A)o Y AF = lim (Id — A"') =1d
e 0 n—oo
On a aussi :
ZA’f o(Id—A)=1d

On en déduit que :

(Id — A)~ ZA""

641
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102.2 Convergence
Soit une application linéaire continue A : H — H. Choisissons A € C tel que ||A]| < |A]. On a :

14 < 1A1" < IA*

Posons r = ||A]| /|A| < 1 et divisons par le module de A puissance k :

l4* _ Al _

1
AT
On en déduit que :
LIPS
— ’)\| — 1—r 1—17r
La suite des :
55141

5 A

étant croissante et bornée, elle converge vers son supremum :

+o0 k
S = Z HAkH = lim S, =sup.S,
=0 |)\| n—00 neN
Soit x € H et la suite définie par ug = z et :
Up, = Z G A”¥(x)
k=0
Pour tout m,n € N avec m > n, on a :
N | = || AR(x)
lm = wall = || D FA’%@H <y, 2l o ”
k=n+1 k=n+1

Majorons par la norme de A*, puis la norme de A puissance k :

i — ]l < [i ”wk”] NE [Z ”wH] ol

k=n+1 k=n+1

et effectuons le changement de variable i = k — (n + 1). Il vient :

A" 1S Al
o =l < 5 > i B
i=0
Mais comme S,,_,—1 < S, on a finalement :
[t — ]| < 77F1- Sl

qui converge vers 0 lorsque n — oo. La suite des u, est donc de Cauchy et converge vers un
certain L(x) € H, ce qui définit 'application L : H — H, que 'on note :

L= Z—Ak
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Continuité

Cette application est de norme finie et donc continue car pour tout n € N :

Al 1— ! |||
Up || < el = ———— -z <
o [Z S| el = el < 1
On a donc :
: | z]]
L(z)| = 1 <
1) = lim [l < 72
d’ou :
1
HLHﬁlT
.
Inverse

Comme l'application B = A/ vérifie |B|| < 1,on a:

(A-Id—A)o(%-L):(Id—§~A)oL:Id
1

1
()\.L)o(/\.Id—A):Lo(Id—X-A):Id

et donc :

AId—A) ==L

> =

102.3 Exponentielle

Soit une application linéaire continue A : H +— H. Sous réserve de convergence, on définit
I'opérateur exp(A) associé par :

+oo
1
exp(A) = Z R A*
k=0

On a donc :

pour tout v € H.
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Chapitre 103

Calcul variationnel

103.1 Meéthode des variations

Soit I’espace fonctionnel F et la forme I : F +— R. Un probléme variationnel consiste a chercher
une fonction u qui minimise [ sur F :
I(u) < I(v)
pour tout v € F. L’astuce consiste & transformer ce probléme en considérant la famille de fonctions
{Jw : w € F} définies par :
Jw(€) =I(u+e-w)

pour tout € € R. Comme F est un espace vectoriel, u + € - w € F. On en déduit que :

Jw(0) = I(u) < Jy(e€)
Si les fonctions J,, sont dérivables, les propriétés des extrema des fonctions R +— R nous disent
que :
dJy
de
pour toute variation w € F. Si la dérivée seconde existe, on doit également avoir :

(0)=0

d*J,
de? (0)=0

Ces équations nous permettent de caractériser la solution u de notre probléme variationnel.

103.2 Discrétisation

Une technique couramment employée pour résoudre les problémes variationnels est de choisir
une suite de fonctions ¢; € F linéairement indépendantes et de minimiser sur 1’espace vectoriel
Fn = span{p1, 2, ..., oo} € F. On espére que la solution obtenue sera proche de la solution exacte.
Ce sera par exemple le cas si on a schématiquement :

lim adh F,, = F

n—o0

au sens de la distance dist définie sur F. Pour toute précision € > 0, on pourra alors trouver un
n € N assez grand et un u, € F, tels que :

Oist(uy,, u) <€

645
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103.3 Moindres carrés

Soit f: A+ R et le sous-ensemble F C F(A,R). On cherche la fonction v € F qui se rapproche
le plus possible de f au sens intégral des moindres carrés. On cherche donc le u qui minimise la
fonctionnelle :

I(u) = /A [u(z) — 7)) “da

Afin de résoudre ce probléme, on pose :

Jv(e):](u+e-v):/ [u(x)+e-v(x)—f(:z:)]2dx

A
pour tout € € R et v € F. La dérivée s’écrit :

ddiv (€) = /AQ[u(w) +e-v(xr) — f(x)} v(z) dx

Comme elle doit s’annuler en ¢ =0, on a :

dJ,
de

(0) = Q/A [u(z) — f(z)] - v(z) dz =0

donc :

/A [u(z) — f(z)] -v(z) dz =0

pour tout v € F\.

Discrétisation

On résout approximativement ce probléme en posant :

un(2) = Z Ui~ @i(x)

ou les ¢; € F sont des fonctions connues et ou les U; sont des réels a déterminer. Comme on
désire que u,, & u, on impose :

/A (un(z) — F(2)) - () diz = 0

On a alors :

/%ZUJ'SOjdx:/ﬁpi'fdm
A ; A

ou :

Z[/A%'%dx}-Uj:/A%.fdx

J

Définissons les matrices A € M(R,n,n), B € M(R,n,1) et U € M(R,n,1) :

A = [/A%'%‘ dij
o - [fore]
. i

— [,

(2
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Le probléme peut alors s’exprimer sous forme matricielle :

A-U=B
Si la matrice A est inversible, la solution est donnée par :

U=A"1'B

et nous en déduisons notre approximation u, =Y. U; - ¢;.

103.4 Lax-Milgram

Soit un espace fonctionnel de Hilbert F. Nous considérons une forme bilinéaire a : F x F — R,
de norme finie, coercive et symétrique :
(u,a,v) = (v,a,u)
pour tout u,v € F. Nous considérons également une forme linéaire continue b : F +— R et nous
définissons la fonctionnelle I : F — R par :
1
](U) = § <U,CL,U> - <b7 ’U>

— Supposons que [ atteigne un minimum global en u. On a alors :

I(u) < I(v)

pour tout v € F. Choisissons un quelconque w € F et posons :

Jw(€) =I(u+e-w)
pour tout € € R. Tenant compte des propriétés de a et b, on obtient :

1 2
Ju(€) = 3 (u,a,u) + € - (u,a,w) + % A(w, a,w) — (byu) — €- (b, w)
La dérivée s’écrit :
dJ,
de

La condition extrémale sur u nous dit que J,,(0) < J,(€) pour tout € € R. On doit donc avoir :

(€) = (u,a,w) + € (w,a,w) — (b,w)

dJ,
de

(O> = <U,CL,U}> - <b7 U)> =0
c’est-a-dire :

(u,a,w) = (b, w)
pour tout w € F. Le théoréeme de Lax-Milgram nous dit qu’il existe un unique u € F vérifiant
cette condition.
— Supposons a présent que u € F soit I'unique élément de F vérifiant :
(u,a,w) = (b, w)

pour tout w € F. Choisissons v € F et posons w = v — u. Comme (u, a,w) = (b,w), on a :
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= 4 o)+ () + o (w,a,w) — (b — ()
1 1
= 5 <U,CL,U> + 5 ' <w7a7w> - <b7u>
= I(u)+ % (w,a,w) > I(u)
On a donc :
u = arg Ivrél;_l I(v)
Orthogonalité

Soit le sous-espace vectoriel G C F et :

in /
v € argmin (2)

On a alors :

(v,a,w) = (b, w)
pour tout w € G.

Supposons que v € F minimise [ sur F et posons e =v —u. On a :
(e,a,w) = (v,a,w) — (u,a,w) = (byw) — (byw) =0

Cette propriété est similaire aux propriétés d’orthogonalité vue dans les projections. On est tenté
d’en déduire que le v en question minimise la « norme » de I’écart e au sens de a. Soit z € G et
d=z—v.0Onaz—u=z—v+v—u=9+eet:

(2 —u,a,z —u) = (6,0,0) + 2 {e,0,0) + (€, a¢)

Mais comme § € G, on a (e,a,0) =0 et :

(z —u,a,z —u) = (4,a,0) + (e,a,e) > (e, a,e)

ce qui prouve que :

v € argmin (z — u,a,z — u)
z€G

Borne inférieure

Comme a est coercive, on peut trouver un réel p > 0 tel que :

a(u,u) = o |lul”

pour tout u € F. On sait aussi que :

16l = sup{[b(w)| : uw € F, [Jull =1} < +o0

Posons :

[\

K(e) = I(e-v) :%~(U,a,v>—e~<b,v)
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et cherchons la valeur de ¢ = 7 qui minimise cette fonction. On trouve :

() =7 (e}~ (bv) =0
Donc :
~ (bv)
7= (v,a,v)
et :
(b, v)* (b, v)* (b, v)*

On en déduit que :

Mais comme :

(b, v)” < Bl - Jlol”
(v,a,0) 2 o |[v]|”

on a:
2 2
() _ bl
2(v,a,v) ~ 20
et :
b 2
ry s
20
Ce résultat étant valable pour tout v € F, on a la borne inférieure :
b 2
inf I(v) > —&
veEF 2@

Discrétisation

Afin de trouver une approximation wu, =~ u, on pose :

=1

ol les ; € F sont connues et ou les U; sont des réels a déterminer. La linéarité de a et b nous
permet de développer :

1 o -
I(un) = 5 Y Ui (pia,05) - Uy = > (b,i) Us
=1

ij=1

Si nous définissons les matrices :

A = [pia, ‘Pj>]z‘,j
B = [<b7 Q02>]z
U = [U’L]z
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on peut réécrire I(u,) sous forme matricielle :

1
I(uy) :J(U)zéU*-A-U—U*-B
La condition 0J(U) = 0 nous améne & :
A-U-B=0
Si la matrice A est inversible, on en déduit :

U=A"-B

ce qui nous donne U et donc u,,.

103.5 Valeurs propres

Soit un espace vectoriel E et les formes bilinéaires a,b : £ x E — R. Nous supposons que a, b
sont symétriques et définies positives. Nous allons tenter de minimiser la fonctionnelle :

I(v) = (v,a,v)
sur 'ensemble :

Q={veFE: (vbv) =1}

L’espace 2 n’est malheureusement pas un sous-espace vectoriel. Par exemple, si u appartient a
Q,ona:

(2u,b,2u) = 4 (u,b,u) =4 # 1

Donc 2u ¢ Q. Par conséquent, nous ne pouvons pas utiliser les techniques de projection sur un
espace vectoriel pour résoudre ce probléme. Nous allons donc employer les techniques de minimisation
sous contraintes. Définissons le lagrangien :

L(v,y) = (v,a,v) +y - (1 —(v,b,v))

pour tout (v,y) € F x R. La fonction v minimisant I sur € peut dés lors s’obtenir via le point
de selle (u, \) :

Lu,y) < L(u, ) < £(v, \)

pour tout (v,y) € E x R. Nous allons évaluer le minimum sur v en utilisant la méthode des
variations. Soit w € E et ¢ € R. On pose :

Jy(€) = Lu+e-w,N)
= (u+e wautew+A-[1—(ute wbu+e w))

Utilisant les propriétés de a,b et la contrainte (u,b,u) = 1, il vient :

Jo(€) = (u,a,u) + 2¢- (w,a,u) + € - (w,a,w)
—\ - [2¢- (w,b,u) + € - (w, b, w)]

Les propriétés du point de selle en (u, A) nous garantissent que :

Jv(o) < Jv<€)
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pour tout € € R. La dérivée :

d
de (€) = 2 (w,a,u) + 2¢ - (w,a,w) — 2\ - [(w, b, u) + € - (w, b, w)]
€
doit donc s’annuler en € =0 :
A
djv (0) =2 (w,a,u) —2X - (w,b,u) =0
€

c’est-a-dire :

(w,a,u) = X (w,b,u)

pour tout w € E. On dit alors que A est valeur propre de a, b correspondant & la fonction propre

Propriétés extrémales

Si nous choisissons w = u, nous obtenons :

(u,a,u) = X+ (u,b,u) = A

La valeur propre est donc la valeur minimale de I sur € :

A= (u,a,u) = Iglggrll (v, a,v)

Rapport de Rayleigh

Supposons que b soit strictement définie positive. Posons x = « - u, pour un certain o € R non

nul. On a (z,a,z) = o? - (u,a,u) et (z,b,z) = a? - (u,b,u) = o Donc :

(x,a,x)
(x,b,x)
Considérons la méme expression pour un quelconque z € E non nul :

A= (u,a,u) =

_(z,a,2)
M) = G
On dit que R(z) est le rapport de Rayleigh de z. Soit v = z/4/(z,b,2). On a :
(za,2)
<U7 a, U) - <Z, b, Z> - R(Z)
et :
(z,b,2)
- —1
(v, b,v) . b.2)

ce qui prouve que v € €. On a donc :

A= R(z) < (v,a,v) = R(z)
On en conclut que x minimise le rapport de Rayleigh sur Ey = E \ {0} :
A= R(z)= in R(z) = in R
() = arg min R(z) = arg min F(z)
Comme 2 C F, on en conclut que la réciproque est vraie : si x minimise R sur Ej, le vec-

teur z/+/(z,b, z) minimise la fonctionnelle I sur €. Les deux problémes de minimisation sont donc
équivalents.
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Suite de vecteurs propres

On peut en fait définir une suite de vecteurs et de valeurs propres. Soit {2 = 2 et ¢; = u. On
pose récursivement :

Qg1 = {?J e <U,b,61> =..= (v,b, en> = O}
et :
€ny1 € arg vgflllnril (v,a,v)

On aura alors bien sir €2,.1 C Q, C ...Q;. Les propriétés extrémales des valeurs propres nous
montrent que A\, 11 > A\, > ... > AL

Discrétisation
On pose :
n
= Z Ui-¢i
i=1
On a alors :

unaa/ Un Z U QO,“ 7%0] U

zgl

(U, b, 1) = ZU (0i,b, ;) - U;

1,7=1

Avec les matrices :

A= [(9027 a, Spj>]i7j
B = [(¢i, b, (pj>]i,j

le lagrangien peut s’écrire :

Ly, y) =U"-A-U+y-[1-U*-B-U]
Les conditions :
0pL(tp,\) =2A-U—-2\-B-U =0
0yL(tup,\)=1-U"-B-U=0
nous ameénent au probléme :
A-U=\N-B-U
U-B-U=1

a résoudre en U. Notons que si on choisit les ¢; « orthonormées » dans le sens du pseudo-produit
scalaire introduit par b, on a :

(@i, b, ;) = 04
et B = I. On peut par exemple construire une telle suite de ¢; en utilisant la méthode de
Gram-Schmidt. Le probléme se simplifie alors en :

A-U=\N-U
U U =



Chapitre 104

Algorithmes d’optimisation contrainte

104.1 Introduction

Nous allons présenter des algorithmes permettant de résoudre approximativement des problémes
de minimisation d’une fonction ¢ sur un ensemble 2 C R"™. Ces algorithmes partent d’un point initial
o € € et itérent schématiquement comme suit :

Tha1 = I(ZL’k) = T +pk

pour un certain py € R™. On espére bien entendu que la suite converge et que :

ry =~ lim zj;, = arg min p(z)
k—o0 €N

pour N assez grand. Nous adoptons les notations :

J=0p
pour le gradient, de taille (n, 1) et :

H = 9%
pour la hessienne, de taille (n,n). On note également :
pour toute fonction ® (par exemple, ® € {¢, J, H}).

104.2 Contraintes linéaires
Nous considérons le cas de contraintes linéaires :

Q={reR": A-z =10}

ol A est une matrice de taille (m,n) et b un vecteur de taille (m,1). On choisit généralement
xo = 0. L’itération k part d’un z; satisfaisant les contraintes :

Si on veut que zy1 = o) + Si € €, il est nécessaire et suffisant que A - (zy + sx) = b, ou que :

Ask:A(.fEk—i-Sk)—Al’k:b—b:O

On doit donc avoir s € ker A. Soit les u; € R™, v; € R™ et 0; € R constituant la décomposition
en valeurs singuliéres de A. On forme une matrice a partir des vecteurs de base de ker A :
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V=1 ... Up
On a alors :

n

sk=Y_ pri-vi=V p

i=r+1

ou Pk = [pk,r—l—l-"pk,n]*-

Newton projeté

Il s’agit de I’adaptation de la méthode de Newton :

mk+1:xk+v-pk

On minimise le développement d’ordre deux :

1
en X e iV epet s pi Vi He Ve

L’annulation du gradient par rapport a p, nous donne :

VT 4+ V* Hy - Vep,=0

et donc :

pe=—(V*-H,- V)L V. J,

104.3 Contraintes d’inégalité

Examinons a présent le cas ot :

Q={zr eR":w(x) <0}

Nous laissons a présent tomber le &k des itérations, afin d’alléger les notations.

Méthodes de penalité

La méthode de pénalité consiste & ajouter une fonction positive a ¢ lorsque x sort de €2. Si 'on
augmente la valeur de la fonction pénalité, on rapproche alors le minimum global de 2. La solution
a notre probléme contraint devrait donc étre approchée en faisant tendre I'amplitude de la pénalité
vers l'infini. Soit la fonction w : R™ — R™ définie par :

w;(x) = max{w;(z),0}

On a par construction w(xz) = 0 pour tout z € Q et w(z) > 0 pour tout z ¢ 2. On ajoute la
somme des carrés w(z)* - w(z) = >, w;(x)? multipliée par un parameétre réel k& > 0 a la fonction
objectif pour obtenir ’objectif modifié :

Ur(x) = ¢(x) + k- w(2)" - w(z)

On utilise ensuite un algorithme de minimisation libre pour évaluer le minimum global :

pi(k) = arg min ¢y ()

z€eR™

On espére que p converge a 'infini et que :
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Jim pi(k) = arg min o(z)

Il suffit dans ce cas de choisir k assez grand pour obtenir une estimation de la solution du probléeme
contraint.
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Chapitre 105

Réseaux de neurones

105.1 Définition

Commencons par la description d’un neurone i de fonction caractéristique o. La relation entre
les entrées z; et la sortie y; s’écrit :

J
Un réseau de neurones est composé de neurones reliés entres eux (la sortie d’'un neurone peut

servir d’entrée a un autre).
La fonction caractéristique est généralement I'une de celles décrites ci-dessous :

105.2 Perceptron a une couche

Le perceptron monocouche est composé d’une rangée de neurones reliant les entrées x; aux sorties
y; (le perceptron multicouche est composé de monocouches assemblées 'une a la suite de I'autre). La
relation entrées-sorties s’écrit :

y; = Py(x) = c+ Zvj o (Z(wjk xy) + bj)

On écrit y; = Py(x) pour mettre en évidence 'influence des paramétres du résau 6 = (v, w, b, ¢)
sur la sortie y.

105.3 Entrainement

Les réseaux de neurones sont principalement utilisés afin de calquer le comportement d’un systéme
difficille & modéliser par d’autres méthodes. On dispose d’un certain nombre de vecteurs ™ € RM,
™ e RN ot n=1,..., K. On aimerait bien trouver le vecteur des paramétres, 6, qui correspond le
mieux & cette série d’entrées-sorties. On va alors entrainer le réseau de neurones défini par y = Ry(x)
en utilisant une méthode d’optimisation non linéaire afin d’obtenir la solution de

* : n n 2
0" = argmelnz Hy( ) — Ry (x( ))H
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Dixiéme partie

Equations différentielles
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Chapitre 106

Equations différentielles ordinaires

106.1 Fonctions Lipschitziennes

Les fonctions Lipschitziennes sont des fonctions & variations bornées :

Lip(4,B) ={f € F(A,B) : AL e R:Va,y € A: || f(z) — fFy)ll < L llz -y}

106.2 Probléme différentiel d’ordre un

Soit f € Lip(R x R™ R), et 'application A définie par :

A(u) () = uo + / £(s,u(s)) ds

pour toute fonction v : U C R +— R.
On peut montrer que A est contractante pour la distance définie pour toutes fonctions u, v par :

vist(u,v) = sup |lu(t) —v(t)]|
a<t<b

ot ||.|| est la normee usuelle sur R™ :

Cette application admet donc un unique point fixe u tel que :

u= A(u)
En dérivant cette relation, on obtient :
du d d [*
— ()= —A)(t) = — d
0= A0 = 5 [ f(su(s) ds

La dérivée de l'intégrale vaut f(t,u(t) et on a :

du
Wity = f(t,u(r)

On a aussi :

u(0) = ug +/O f(s,u(s)) ds = ug

Notre point fixe u est donc solution du probléme différentiel :
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Inversément, en intégrant la premiere équation ci-dessous entre 0 et ¢, on obtient la relation :

u(t) — up = /0 f(s,u(s)) ds

autrement dit :

u(t) = ug +/0 f(s,u(s)) ds = A(u)

Toute solution du probléme différentiel est donc point fixe de A. Comme ce point fixe est unique,
on en conclut que la solution du probléme différentiel 1’est aussi.

106.2.1 Convergence

La série des u(™ définie par :

t
u™(t) = A(u(”_l)) = U +/

0

f(s, u(”_l)(s)) ds

converge au sens de la distance sup définie ci-dessus vers la solution de ce probléme différentiel :

lim sup |u(t) — u(”)(t)” =0

n—-+o0o a<t<b
106.2.2 Notation

Pour toute fonction :

u:R—= R, t— u(t)
on note aussi :

U =—
dt?
ou :

(1) = 5

d*u

u'(t) = =z (1)
106.3 Probléme différentiel d’ordre quelconque

Soit les fonctions :

ag, A1, ..., ap—1 : R— R

et une solution u : R +— R du probléme différentiel d’ordre n :
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dtt

Ce probléme peut se ramener & un probléme différentiel d’ordre un. Pour cela on définit la fonction
v:R+— R” par :

d'u

pour tout ¢ € R. On voit alors que :

0 1 0
0 0 1 0
dv
it~ : !
0 ... 0 1
i —ap/a, —ai/an ... ... —a,_1/a, |

La condition initiale s’écrit :

v(0) = (Us)i=o,....n—1

Comme il existe une et une seule solution v au probléme d’ordre un associé, le probléme différentiel
d’ordre n admet également une unique solution :

w e v(t)

106.4 Probléme aux limites

Soit la fonctionnelle I : Cont?([a, b], R) — R. Nous allons tenter de minimiser I sur I’ensemble :

F = {u € Cont*([a,b],R) : u(a) = Uy, u(b) = Uy}

On voit que les valeurs de toute fonction v € F sont contraintes aux extrémités du domaine de
u. On parle dans ce cas de probléme aux limites.
Soit u € F et la fonction w appartenant a ’ensemble :

W = {w € Cont*([a,b],R) : w(a) = w(b) = 0}
On a alors u + € - w € F pour tout w € W et tout € € R, car :
u(a) +€-wa) =u(a) = U,
u(b) +¢e-w(b) = u(b) = Uy
On considére la famille de fonctions J,, : R — R définies par :
Jw(€) =I(u+e-w)

pour tout w € W et tout € € R. Si w minimise I sur F, on a évidemment J,(¢) > J,(0) pour
tout w € W et pour tout € € R. Il est par conséquent nécessaire que la condition de stationarité :
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dJ,

soit satisfaite pour tout w € W.

106.4.1 Equation d’Euler

Un exemple typique de fonctionnelle I est définie pour tout v € Cont?([a,b], R) par :

I(u) = / Ftu(), o (1) dt

avec :
f S COHtZ([a, b] X Rng)a (t7uav) = f(t,u,l))
On a:
b
Jw(e):/ ftut+e-wu' +e-w')dt
Donec :

dJ,, "(of : of A
?(O)—/a (%(t,u,u)-w%—%(t,u,u)-w)dt—O

Nous allons tenter d’intégrer par parties le deuxiéme terme du membre de droite. On sait que :

/

d [0 0? 0? 0? 0
yr [(%(t,u(t),u’(t)) w} = {825—8]; + 8uéfv u' + c%afv u”] w+ —f(t,u,u’) w

ov
En utilisant le théoréme fondamental et les conditions sur w, on arrive a :

“d [of of / of /
[ 5 o ] de =G ww) v - Ha vt (@) wiw o
On en déduit que :
b af / / b a2f 82f / 82f "
/a %(t,u,u) w' dt = —/a <8t8u + Sudu + Sudu ) w dt
La condition de stationarité sur .J, devient alors :
brof orf  of ,  O*f
/a (%_atau_auau v _auau'“> wdt =0

Comme cette équation est valable pour tout les w dans W, on en déduit que u vérifie I’équation
différentielle :

of  of of ., Pf

ou  Otdu  Oudu v oudu

U/HZO

ou les dérivées de f sont bien entendu évaluées en (¢, u(t), ' (t)).
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106.5 Sturm-Liouville

Nous considérons a présent une application importante du théoréme de Lax-milgram. Soit 1'es-
pace :

F = {u € Cont*([a,b],R) : u(a) = u(b) = 0}

et les fonctions :

pq, f R—=R

Considérons la fonctionnelle £ : F' +— Cont([a, b], R) définie par :

E(U)Z%[p-%} —q-u+f

et le probléme différentiel avec conditions aux limites associé :

L(u) = 0
u(a) =ub) = 0

Choisissons v € F' et intégrons I’équation :

L(u)-v=0

sur [a,b]. On obtient :

_ / b%[p(t) %(t)} ot) dt + / " 4(t) ult) olt) dt = / 1) o) dt

a

Nous allons tenter d’intégrer par parties. On a :

o0 52w o) = Lo W) o)+ 0te) ) )

En appliquant le théoréme fondamental, on obtient :

/a %[p(t) %(t) v(t)} dt = p(b) %(b) v(b) — pla) %(a) v(a) =0
On en conclut que :
b » X y y
[ o0 20] v~ [0
L’intégrale de L£(u) - v = 0 devient :

oo G0 G0+ a0 ue) w0 de = [ 50 o0 at

Donc, si on définit

owe) = [ {p<t>-fl—?<t>-%<t>+q<t>-u<t>~v<t>] i
bo) = | F)-o(t) dt

on a .
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a(u,v) = b(v)

pour tout v € F. En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on en déduit que la solution du
probléme :

L(u) = 0
u(a) =ud) = 0

minimise sur F la fonctionnelle I définie pour toute fonction v € Cont?([a, b], R) par :
b dv ? b
10 = [ [t (@) +ato) o] o~ [ 100) v(o) o

106.6 Séparation des variables

Soit les fonctions :

a,b:R— R
et f:R?+— R définie par :

f(t,u) = a(t) - bu)

Si f est lipschitzienne, le probléme différentiel :

du

S0 = f(tul®) = a() -b(ut)

u(0) = wup

admet une unique solution. En faisant passer u dans le premier membre et dt dans le second, la
premiére équation peut se réécrire symboliquement :

o =0

En intégrant les deux membres, il vient :

u(s) du s
—_— = B(t)dt
u(0) A(u) /o (®

106.7 Dérivées des fonctions usuelles

106.7.1 Arcsinus
AFAIRE : ARRANGER LA FIN DU CHAPITRE
Soit la relation :
y = sin(x)
x = arcsin(y)

Comme
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on a

Table

106.7.2 Fonctions usuelles

d
% = cos(x)
sin(r)? + cos(x)® = 1
dy
Y1 p
dx Y
arcsin(y) !
— arcsin(y) =
Y Y 1—y?
dt
Zz(x) =1+ tan(z)?
darcsin(z) 1
dz B V1—22
darccos(z) 1
dr V1=
darctan(z) 1
dx 1422
400 k
—1
cos(z) = ((Qk'))' %k
k=0 '

667

Le théoréme fondamental appliqué aux dérivées des fonctions usuelles du chapitre 77 nous permet

d’obtenir les résultats suivants :

| e

/Ox rléﬂdﬁ = arctan(x)

d¢ = arcsin(x)
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Chapitre 107

Exponentielle

107.1 Dépendances

— Chapitre 106 : Equations différentielles ordinaires

107.2 Introduction

L’exponentielle est définie comme 'unique solution exp : R — R du probléme différentiel :

TP 1) = explt

exp(0) = 1

107.3 Deéveloppement de Taylor

On a :
d exp
0) = 0)=1
On montre par récurrence que :
d* exp B d*lexp

a0 = e (0 =1

Le développement de Taylor autour de 0 s’écrit donc :

107.4 Additivité

Soit ¢t € R. On remarque que les applications f, g : R — R définies par :

[+ s—exp(s+t)
g : s exp(s)-exp(t)

pour tout s € R vérifient :

669



670 CHAPITRE 107. EXPONENTIELLE

df(s) = exp(s+t)=f(s)
f(0) = exp(0+1t)=-exp(t)

~—

et :

dg(s) = exp(s)-exp(t) = g(s)
9(0) = exp(0)-exp(t) =1-exp(t) = exp(t)

Par unicité de la solution en u du probléme différentiel :
ou(s) = wu(s)
u(0) = exp(t)
on en déduit que :

exp(s +t) = exp(s) - exp(t)

107.5 Miroir

On déduit de 'additivité que :

1 = exp(0) = exp(t — t) = exp(t) - exp(—t)
pour tout ¢ € R. On en conclut que :

1

p(—1) = exp(t)

107.6 Limites

On a:

t2
i = li ——+..)> 1 =
tl}inoo exp(t) t£+moo(1 +t+ 5t ) > tlgi-noot +00
La limite a l'infini positif est donc infinie :
li =
i exp(t) = 400

En utilisant le changement de variable ¢t = —s, on obtient la limite a I'infini négatif :

. . . 1
SEIPOO eXp(S) o tLlinoo eXP(_t) o tkinoo exp(t)

107.7 Image

Sit > 0 il est clair que exp(t) > 0 puisqu’il s’agit d’'une somme infinie de termes strictement
positifs. Si s <0,onat=—s>0et:

1
exp(s) = exp(—t) = p—r > 0




107.8. INTEGRALE

On en conclut que :

exp: R+— R\ {0}

Comme la fonction exp est continue et croit avec ¢t sur R de :
lim exp(t) =0
t——o0
jusqu’a :

lim exp(t) = +oo

t—+o00
on a :

exp(R) =0, +00[ = R™\ {0}

107.7.1 Réels positifs

Comme la fonction exp est continue et croit avec ¢ sur Rt de :

exp(0) =1

jusqu’a :

lim exp(t) = +oo

t——+o00
on a :

exp(R") = [1, 400

107.7.2 Réels négatifs

Comme la fonction exp est continue et croit avec s sur R~ de :

lim exp(s) =0

S—>—00
jusqu’a :
exp(0) =1
on a :
exp(R™) = ]0, 1]

107.8 Intégrale

Comme la fonction exp est une primitive d’elle-méme, on a :

/ exp(t) dt = exp(b) — exp(a)

En faisant tendre a vers —oo, on voit que :

PN a——00

Les autres intégrales a bornes infinies sont infinies :

/b exp(t) dt = lim <exp(b) - exp(a)) = exp(b)
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/+oo exp(t) dt = ali}f_noO <exp(b) - eXp(a)> ~ 100

= b—+o00

/a+°° exp(t) dt = lim (exp(b) — eXp(a)) — 4o

b—+o0



Chapitre 108

Logarithme

108.1 Introduction

La fonction exp : R — R* \ {0} étant strictement croissante et d’image égale a R™ \ {0}, elle est
inversible. On définit le logarithme :

In:R"\ {0} =R
comme la fonction inverse de exp :

In =exp !

Pour tout z,y € R tels que y = exp(z) > 0, on a donc :

In(y) =«

108.2 Valeurs particuliéres

Le cas particulier x = 0 et y = exp(0) = 1 nous montre que :

In(1) =0
108.3 Dérivée
Soit les réels z,y tels que :
z = In(y)
On a alors par définition
y = exp(z)

La dérivée de cette relation s’écrit symboliquement :

W _ exp(a)
—— =exp(x) =
dr P Y
Comme la dérivée d’une fonction inverse est I'inverse de la dérivée, on a :
dr 1
dy y

c’est-a-dire :
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dln 1

d_y(y) Zg

108.4 Développement de Taylor
Soit la fonction u : R — R définie par :

u(t) = In(1 +t)

pour tout réel t. On a :

w(0) =In(1+0)=In(1)=0

La dérivée s’écrit :

1
ou(t) = —
u(t) +1
et en particulier :
1
ou(0) = ——=1
w0 =177
On proceéde de méme pour la dérivée seconde :
1
Ou(t) = —
u(t) (1+1)?
et en particulier :
1
O*u(0) = — =-1
u0) =115 0p
on procéde de méme pour la dérivée tierce :
2
PPu(t) =
ult) (1+1)3
et en particulier :
2
O*u(0) = =2
4(0) (1+0)?
on procéde de méme pour la dérivée quarte :
—6
D'u(t) =
)=
et en particulier :
—6
d'u(0) = = —6
w(0) (1+0)*

On voit que :

O*u(0) = (=) . (K —1)!

pour tout k € N vérifiant k£ > 1. Le développement de Taylor s’écrit donc :

In(1+1t) = f <_1)1+kk'!<k — Dy
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Comme k!l = k- (k—1)!,on a:

(k=1 1
Kk
Le développement s’écrit donc finalement :
+o0
(=™*
In(1+1%) = t
i e =35 Y
k=1
En posant x = 1 + ¢, on obtient la forme équivalente :
400 k
(=D b
1 = -1
) =Y, =1

108.5 Additivité

Soit a,b € R. En utilisant I’additivité de I’exponentielle, on obtient :

exp [ln(a : b)] =a-b=exp[In(a)] -exp [In(b)] = exp [ln(a) + In(b)

En prenant le logarithme de cette égalité, on en déduit que :

In(a - b) = In(a) + In(b)

108.6 Miroir

Soit a € R. On a :

On en conclut que :

108.7 Soustraction

Soit les réels a,b. On a :

108.8 Intégrale de z +— 1/x

Comme In est une primitive de la fonction :

u:R\ {0}, 2 — 1/x
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108.9 Gaussienne

CHAPITRE 108. LOGARITHME

Soit les réels v et ug. Nous cherchons la fonction u : R — R solution du probléme différentiel :

du y
- — . U
at
u(0) = wug
en procédant par séparation de variables :
du
u

En intégrant :

u(s) d s
uQ U 0

In(u(s)) = In(ue) = 7+ 5

En prenant I’exponentielle, on arrive a la solution :

oo ()

Une fonction de cette forme est appelée gaussienne.

on obtient :

ou :



Chapitre 109

Fonctions hyperboliques

109.1 Introduction

Le cosinus hyperbolique cosh est défini comme étant la composante paire de I’exponentielle. On
a donc :

1

cosh(z) = 5 [exp(m) + exp(—x)}

pour tout x € R. Le sinus hyperbolique sinh est défini comme étant la composante impaire de
I’exponentielle. On a donc :

sinh(z) = [exp(m) - exp(—x)}

N | —

pour tout x € R.

109.1.1 Décomposition
On a:

exp = cosh + sinh

avec

cosh(z) = cosh(—x)
sinh(z) = —sinh(—x)

pour tout réel x.

109.1.2 Valeurs particuliéres

On a:

cosh(0) = 7 [exp(0) + exp(0)] = %(1 1) =1

N | —

et :

sinh(0) = [exp(O) - exp(O)} =0

N | —
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109.2 Relation fondamentale

Soit un réel x et :
¢ = cosh(z)
s = sinh(x)

Le carré du cosinus hyperbolique se développe en :

1
= 2 [exp(x)2 + 2 exp(x) - exp(—z) + exp(—x)ﬂ
Comme exp(x) - exp(—z) = 1, le développement devient :
1
= 1 [exp(x)2 + exp(—x)% + 2]

Le carré du sinus hyperbolique se développe en :

s = %1 [exp(a:)2 — 2 exp(x) - exp(—z) + eXp(_x>2]

Comme exp(x) - exp(—z) = 1, le développement devient :
1

s = 1 [exp(x)2 + exp(—z)* — 2]

En soustrayant ces deux équations, on obtient :

s o exp(x)® +exp(—x)® + 2 —exp(z)? — exp(—x)? + 2
4

— _1
= =
On a donc :

cosh(x)? — sinh(z)? = 1

109.3 Dérivées

Pour tout réel x, on a :

d cosh
dx

(x) = %[exp(x) - exp(—x)} = sinh(z)
et :

dfzi;h (z) = %[exp(x) +exp(—a)| = cosh(a)

109.4 Intégrales

Comme sinh est une primitive de cosh, on a :

/ cosh(x) dx = sinh(b) — sinh(a)

Comme cosh est une primitive de sinh, on a :

/ sinh(z) dx = cosh(b) — cosh(a)
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109.5 Tangente

La tangente hyperbolique tanh est définie par :

sinh z
tanh(z) = coshx
pour tout x € R.
109.5.1 Dérivée
On a:
dtanh  cosh(z) sinh(z)-sinh(z) = 9
dx (=) = cosh(z) cosh(xz)? = 1 - tanh(z)
109.5.2 Probléme différentiel
Comme :
_ sinh(0) 0 _
tanh(0) = cosh(0) 1 0

la tangente hyperbolique est solution u : R — R du probléme différentiel :

ou(t) = 1—u(t)?
u(0) = 0

vérifié pour tout ¢ € R.
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Chapitre 110

Exponentielle matricielle

110.1 Introduction

Soit une matrice A € M(R, n,n) et la fonction :

Ey:R—e MR, n,n)

définie comme étant 1'unique solution de :

dE,

A _ A B
dt A
Ea(0) =1

On définit alors I'exponentielle matricielle par :

exp(4) = Ea(1)

110.2 Matrice nulle

Dans le cas ou A =0, on a :

En intégrant, on voit que :

Eo(t) — Eo(0) = /Oto dt =0

La fonction Ej est donc constante et vaut Ey(t) = Ep(0) = I pour tout ¢ € R. On en conclut
que :

exp(0) =1

110.3 Développement de Taylor

Soit la fonction :

u:R— M(R,n,n), t — exp(A-t)
On a:
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et :

On montre par récurrence que :

d*u d"u b1 X

En évaluant le développement de Taylor de u autour de ¢ = 0 on obtient :

“+00

1
exp(A-t) = E-Ak-tk

k=0

Evaluons la dérivée de ce développement :

d (A-t) = fl AR gt
dat " L

+o0 1

= A. c ARTL L gkl
2 G
k=1
+oo1

f— . —_— k. . k

= A o A k-t

k=0

= A-exp(A-t)

On a aussi :

+o0
_ 1 k. nk _
exp(A-O)_HZH-A 0F =1
k=1
La fonction t — exp(A - t) est donc identique a la solution F :

E(t) =exp(A-t)

110.4 Développement en série de I’exponentielle

Le cas particulier t = 1 nous donne le développement de I’exponentielle matricielle :
o0 1
exp(A) = Z R AF
k=0

Sur R
Quand n =1 et A =1, on retrouve le développement de I’exponentielle usuelle :
+o0 tk

exp(t) =3
P k!
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110.5 Additivité

Soit les fonctions f, g : R +— R définies par :

f o sHexp(A-(s—i—t))
g : sr—exp(A-s)-exp(A-t)

pour tout s € R. On a :

Of(s) = A-exp (A : (s+t)) — A f(s)
f(0) = exp (A (0 + t)) =exp(A-t)
et :
9g(s) = A-exp(A-s)-exp(t) =A-g(s)
g(0) = exp(A-0)-exp(A-t)=1-exp(A-t) =exp(A-1)
Par unicité de la solution en u du probléme différentiel :
ou(s) = A-u(s)

u(0) = exp(A-t)

on en déduit que :

exp <A (s + t)) =exp(A-s)-exp(A-t)

110.6 Miroir

L’additivité nous dit que :
exp(A-(t—1t)) =exp(A-t)-exp(A-(—t)) =exp(A-t)-exp(—A-1)

Mais la condition initiale nous dit que :

exp(A-(t—t)) =exp(A-0)=1

On a donc :

exp(A-t)-exp(—A-t)=1

Comme les matrices sont carrées, on en déduit que I'inverse matriciel de exp(A-t) existe et s’écrit :

exp(A-t)7! = exp(—A-t)

Le cas particulier ¢ = 1 nous donne :

exp(A) " = exp(—A)
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110.7 Solution vectorielle
Soit un vecteur xy € R” et la fonction x : R +— R™ définie par :

x(t) = exp(A-t) - xg
pour tout t € R. On a :

T(t)=A-exp(A-t) - zg=A-x
et :
z(0) =exp(A-0)-zg=1 29 =20
Notre fonction x est donc 'unique solution de I’équation différentielle :

dx
> A.
at ‘
z(0) = xg

Sur R

Dans le cas ot n = 1, et A = 1, on obtient ’exponentielle usuelle, qui est donc solution de :

110.8 Valeurs propres

Il existe un lien entre I’exponentielle d’'une matrice hermitienne et ses valeurs propres. Soit la
fonction X : R — R”™ vérifiant I’équation différentielle :

X(t)=A-X(t)
ol A est une matrice carrée hermitienne. Comme A = A*, on sait que la forme de Schur :
A=U-AN-U*
nous donne une matrice carrée unitaire U qui vérifie par conséquent :
U* — U—l
et une matrice diagonale :
A= (N 0)i
ou les \; sont les valeurs propres de A. Si on effectue le changement de variable :

X=U'Y & Y=U"X

I’équation différentielle devient :

U.Y=A-U-Y

En multipliant a gauche par U*, on obtient :
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Y=U"AU-Y=AY
Exprimée en terme de composantes Y = (y;);, cette derniére équation devient :

Yi =N Yi

dont la solution est :

yi(t) = yi(0) - exp(N; - t)

Comme :

Z%Ak-tk: <Z%/\f'tk'6i]’>
.3

k k
on voit que :

exp(A - t) = (eXp(Ai 1) '%’). .

/Lh]
On en conclut que :

Y(t) = exp(A - t) - Y(0)

La condition initiale sur Y est liée a celle sur X par :

Y(0) = U* - X(0)

On a donc :

Y (t) =exp(A-t)-U*- X(0)

et :

Xt)=U-Y(t)=U-exp(A-t)-U*- X(0)
Par définition de ’exponentielle matricielle, on a aussi :

X(t) =exp(A-t)- X(0)

On en conclut que :

exp(A-t)- X(0) =U-exp(A-t)-U*- X(0)
Au point t =1, 0on a:

exp(A) - X(0) =U -exp(A) - U* - X(0)

Cette relation étant vérifiee quelque soit X (0) € R™, on en conclut la relation liant I’'exponentielle
d’une matrice hermitienne & ses valeurs propres :

exp(A) =U -exp(A) - U*

110.9 Dérivée

AFAIRE : dérivée de u(t) = exp( L(t) ), arranger la fin du chapitre
du dL
(1) = —(t) - u(?)
PP
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110.10 Intégrale

Soit la fonction R :

R:R+— MR, n,n)

solution de :

On vérifie que :
t
R(t) = exp/ L(s)ds
0

110.11 Systémes linéaires

Considérons a présent le probléme linéaire suivant :

ouona:

L : R— MR, n,n)
b : R—MR,n,1)=R"
u : Re>MR,n,1)=R"

Nous allons effectuer un changement de variable afin de résoudre ce probléme. Nous supposons
par la suite que R(t) est inversible pour tout t. Posons u = R - x. On constate tout de suite en
utilisant R(0) = I que z(0) = uy. On obtient aussi, en dérivant u =R - x :

W=R-z+R-i=L-R-x+R-i

En comparant avec I’équation différentielle dont u est solution :
t=L-u+b=L-R-z+b
on obtient :

i=R"-b
z(0) = ug
On en déduit que :

et :
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Dans le cas ou L(t) = L ne dépend pas de t, on peut montrer que
R(s+1t) = R(s) - R(t)
en vérifiant que ¢(s) = R(s +t) et ¥(s) = R(s) - R(t) sont solutions en w de :

dw
25 (8) = L-w(s)

On a alors évidemment R(—s) = [R(s)]™! et

u(t) = R(t) - up + /0 R(t —s) - b(s)ds

La solution est donc donnée par l'intégrale de convolution de R et b.

110.12 Conditions initiales

Nous allons a présent étudier ce qu’il se passe lorsqu’on dérive la solution par rapport a la condition
initiale ug = x. Posons u(x,t) la solution de :

Nous allons utiliser la notation

ou
uz(xat) = W(xat)

En intervertissant 1’ordre de dérivation, on arrive a

du, 0 du

5t (x,t) = Wa(%t)
Oy 0
e 1) = 20w, 1)) - a1

Par ailleurs, il est clair que :

Uy (z,0) =1

Utilisant les résultats de la section 110.11 avec :

L(t) — ;TJCT(IS, u(zx,t))

R(t) ¥ ug(x,t)

nous obtenons :

ug(x,t) = exp/0 %(s,u(x, s))ds
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Chapitre 111

Fonctions trigonométriques

111.1 Dépendances

— Chapitre 77 : Les complexes

111.2 Introduction

Les fonctions trigonométriques cosinus (cos), sinus (sin) et associées peuvent se définir & partir
des rotations dans le plan R%. Pour cela, commencons par définir ce qu’est une rotation. Soit la
fonction :

Q:R—MR,22), 60— Q)

qui associe a chaque valeur de 'angle de rotation 8 € R une matrice carrée réelle représentant
une rotation dans le plan R2.

111.3 Angle nul

Il semble logique de demander qu’une rotation d’angle 0 d’un vecteur ne modifie pas ce vecteur,
c’est-a-dire :

Q0) =1

111.4 Produit scalaire

Une rotation doit conserver les angles entre les vecteurs, ainsi que leur norme. Autrement dit, le
produit scalaire sur R? :

(|y)=2a"y

doit étre conservé :

(QO) -2 Q) -y) = (]| y)

pour tout z,y € R?, c’est-a-dire :

On en déduit que :



690 CHAPITRE 111. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Comme Q(f) est carrée, on a :

QO) = Q)™
ot le 7! désigne l'inverse matriciel. Quelques calculs suffisent & nous montrer que pour satisfaire
cette condition, la forme de la matrice doit étre I'une des deux solutions suivantes :

cos(0) —sin(@)} on {cos(@) sin(6)
sin(f)  cos(0) sin(f) — cos(#)

ol cos, sin : R — R sont des fonctions & déterminer vérifiant la relation fondamentale :
cos(6)? +sin(f)? = 1

Mais comme @Q(0) = I, I’élément (1,1) de la matrice doit étre identique a I’élément (2,2) et on

cos(f) —sin(0)
Q) = sin(f)  cos(0)

avec :

cos(0)

1
sin(0) =0

111.4.1 Relation fondamentale et bornes
Soit z € R. Comme les fonctions cos et sin sont & valeurs dans R, on a :
cos(r)? > 0
sin(z)? > 0

On déduit de la relation fondamentale :

cos(r)? +sin(x)? = 1

les inégalités :

cos(z)? =1 —sin(x)* < 1
sin(z)? =1 —cos(x)* < 1
On en déduit les bornes :
—1<cos<1
—1<sin<1

111.5 Différentielle

Posons = = cos(f) et y = sin(#). En différentiant la condition :
4yt =1
on obtient :

2xde+2ydy=20
En particulier, si (z,y) = (1,0), le vecteur (dz, dy) doit étre de la forme :
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dr =0
dy =19

Une rotation infinitésimale doit donc modifier le vecteur (1,0) en :

(1,0) + (dz,dy) = (1,9)

On en conclut que :

lorsque ¢ suffisamment proche de 0. Plus précisément, on a :

1 -6 E F
oo =5 7|+ ne]

On impose que les valeurs absolues des composantes de 'erreur convergent plus vite vers zéro que

L IE5(0)

6—0 0 =0

D’aprés la forme des matrices, il est clair que :
Eyy = Ex
Eyy = —Ex

On en déduit qu'il suffit de vérifier la convergence des composantes (1,1) et (2,1). La premiére
nous dit que :

lim cos(d) — 1 _

6—0 1) 0

et la seconde :

sin(d) — 4§

lim =0

6—0
ou :

lim sin(d)

=1
6—0 1)

111.6 Additivité

Une rotation d’angle #; suivie d’une rotation d’angle #, doit donner le méme résultat qu’'une
rotation directe d’angle 6, + 65, ce qui s’écrit :

Q01+ 03) = Q(02) - Q(01)

On en déduit directement que :

Q) -Q(—0)=Q(0—0) =Q(0) =1
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Comme Q(f) est carrée, on a :

Q(=0) =Q(0) = Q(0)"

Au niveau des composantes, la propriété d’additivité implique que :

cos(fy) —sin(6s) } { cos(fy) —sin(6,) ] B { cos(bh + 03) —sin(0y + 69)
sin(6y)  cos(6s) sin(f;)  cos(6y) sin(f; 4+ 63)  cos(0y + 02)

En effectuant le produit matriciel et en comparant composante par composante, on obtient les
formules suivantes :

cos(fy + 63) = cos(0y) cos(fy) — sin(y) sin(fy)
sin(f; + 05) = sin(0) cos(f2) + cos(6y) sin(6s)

111.7 Dérivées

La dérivée de la fonction cos s’écrit :

d cos . cos(0+ ) — cos(h)

g (0) = lim 5

En appliquant les formules d’additivité ci-dessus avec 6; = 6 et 6, = §, et en se rappelant les
propriétés des fonctions cos et sin pour des angles 6 — 0, on obtient :

d cos . cos(f) cos(0) —sin(f) sin(d) — cos(f)
df 0) = (lsl—rf(l) S
~ lim cos(f) (cos(d) — 1) —sin(f) sin(0)
6—0 )
= —sin(h)

La dérivée de la fonction sin s’écrit :

dsin, . sin(f + ) — sin(6)
ao V=i

En procédant comme précédemment, on arrive a :

dsin(9> — lim sin(f) cos(d) + cos(#) sin(d) — sin(0)
do 50 5
— lim sin(f) (cos(0) — 1) + cos(f) sin(d)
6—0 )
= cos(6)
On a donc :
dcos )
p7] (0) = —sin(6)
S 0 cos(0)

do
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111.8 Equations différentielles

La dérivée seconde de la fonction cos s’écrit :

d*cos,, . d(—sin)
W(e) ) (0) = — cos(0)

On a aussi cos(0) =1 et :

d cos
de
La fonction cos est donc 'unique solution v : R — R du probléme différentiel :

(0) = —sin(0) =0

O*ul(t) —u(t)
u(0) = 1
ou(0) = 0

vérifié pour tout ¢ € R. La dérivée seconde de la fonction sin s’écrit :

d2sin( - d cos
d6? - de

(0) = —sin(0)
On a aussi sin(0) =0 et :

d sin
de
La fonction sin est donc I'unique solution v : R +— R du probléme différentiel :

(0) =cos(0) =1

*v(t) = —o(t)
v(0) = 0
ov(0) = 1

vérifié pour tout ¢t € R.

111.9 Racines

Nous allons maintenant nous occuper du probléme des éventuelles racines des fonctions trigono-
métriques. Soit :

u(t) = cos(t
v(t) = sin(t
La fonction u vérifie :
u(0) =1
ou = —v
La fonction v vérifie :
v(0) =0
ov=u

Soit ¢ 'infimum des réels positifs donnant une valeur négative a la fonction w :
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p=inf{reR:2>0, u(z) <0}

Nous allons montrer que ¢ est un réel, c’est-a-dire que ¢ < 400. Le théoréme fondamental du
calcul différentiel et intégral nous dit que :

b du

u(t) —u(0) = /0 E(S) ds

v(t) —v(0) = /0 Z—:(s) ds

En tenant compte des propriétés de u, v, ces relations se réécrivent :

On a donc :

Comme u est dérivable, elle est continue et on peut trouver un € € |0,¢[ tel que, pour tout
tel0,¢ :

u(t) —u(0)] = |ut) —1] <1
On en déduit que :

c’est-a-dire :

La positivité de u entraine celle de v :

v(t) = /Otu(s)ds >0

pour tout ¢ € |0, €| .
Pour ¢ € Je, ¢[ , la définition de ¢ nous dit que u > 0 sur ]0, | et donc :

o(t) = /Otu(s)ds—/Oeu(s)ds—i-/:u(s)ds

> / u(s)ds > 0
0

J= /06 u(s)ds

pour alléger les notations. Toujours avec t € e, o] , il vient :

On pose :
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u(t) = 1-— /Otv(s)ds <1- /:v(s)ds

< 1—(t—e€)o
On peut donc trouver ¢ tel que u(t) < 0. En effet, I'égalité :

1—(t—€) =0

est équivalente a :

l=—<-+e<+©

1 <
u € ()

Comme u est continue, elle ne peut pas devenir négative sans passer par 0 et il existe au moins
un :

donc :

tel que u(¢) = 0. Donc :

111.10 Périodicité

Nous allons a présent montrer d’importantes propriétés de périodicité des fonctions trigonomé-
triques. Considérons la plus petite racine positive de u :

Y =min{z > 0:u(x) =0}
Vu que u? + v? = 1, on doit avoir v(¢)? = 1 — u(¢))? = 1. Donc v()) = £1. Mais v > § > 0 sur

I'intervalle (e, 1) et par continuité :

v(¢) = limov(z) >0

T—Y

La seule solution acceptable est donc v(¢)) = 1. Donc v est solution du probléme :

d*v B
=
v(Y) =1
dv

%(1/1) =0

Mais la fonction définie par f(t) = u(t — 1)) vérifie également ce probléme. Par unicité, on en
déduit :

u(t =) = w(t)

En particulier, en t = 29, on a :

v(2¢) = u(y) =0
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Donc u(2¢)* = 1 —v(2¢)* = 1. Quel est le signe de u(2¢) ? Choisissons s € [¢,2¢)] et t = s —1 €
[0,9]. On a :

v(s) =u(t) >0

par définition de ) et continuité de u (la fonction de peut pas devenir négative avant de passer
par 0). Donc :

u(t) = _/¢ v(s)ds <0

et par continuité u(2y) = —1. Par unicité de la solution de :
d2
) = (=
—u(0) = —1
d
4y =0
on a:

u(t —2¢) = —u(t)

Répétant le méme procédé, on obtient successivement :

111.10.1 Extension
Donc u(4¢) = u(0) et v(4¢) = v(0). On en déduit que Q(4v) = Q(0) = I. Mais, par additivité

des rotations,

QU +4) = Q(t) Q4v) = Q(t)
Et donc :
u(t + 4¢) = u(t)
v(t +4¢) = v(t)
pour tout ¢ € R. Définissant le nombre 7 par :
=21
on peut écrire la périodicité des fonctions trigonométriques :
cos( + 2m) = cos(h)
sin(f + 2m) = sin(0)
On en déduit directement que :
cos(0 + 2km) = ... = cos(0)
sin(f + 2km) = ... = sin(0)
pour tout k € Z.



111.11. ANGLE DOUBLE 697

111.11 Angle double

I’additivité nous donne :

cos(2 x) = cos(z + ) = cos(x) - cos(x) — sin(z) - sin(zx)

On a donc :

2 2

cos(2 x) = cos(z)” — sin(x)

111.11.1 Alternative

En utilisant :

cos(z)? +sin(x)* =1

on dispose des formulations alternatives :

cos(2 z) = 2cos(x)* — 1

et :
cos(2 r) = 1 — 2sin(x)?

111.11.2 Relations inverses

Il est aisé d’inverser ces deux relations, on a :

2 1
cos(z)? = cos(2 z) +
2
et :
1— 2
sin(z)? = —co;( z)

111.12 Intégrale

Comme sin est une primitive de cos, on a :

b
/ cos(t) dt = sin(b) — sin(a)

Comme cos est une primitive de —sin, on a :

—/ sin(t) dt = cos(b) — cos(a)

ou :

/ sin(t) dt = cos(a) — cos(b)
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111.13 Tangente

La tangente tan est définie par :

_ sin(x)
tan(z) = cos(x)
pour tout x € R.
111.13.1 Dérivée
Omn a:
dtan, . cos(z) sin(z) - (- sin(x)) B )
dx (z) = cos(z) cos(x)? = 1+ tan(z)
111.13.2 Probléme différentiel
Comme :
_ sin(0) 9 B
tan(0) = cos(0) 1 0

la tangente est solution u : R — R du probléme différentiel :
Ou(t) = 1+u(t)’

u(0) = 0

vérifié pour tout ¢t € R.

111.14 Angle entre vecteurs
Dans le cas o le produit scalaire est réel, on peut trouver un réel 6 € [0, 7] tel que :

@l
]| [yl
On dit alors que # est 'angle formé par les deux vecteurs x et y.

—1 < cos(f) =

111.15 Angles entre espaces

Autre application des valeurs singuliéres, les angles entres espaces vectoriels générés par les vec-
teurs colonnes orthonormés des matrices :

X € M(R, k,n)
Y e M(R,[,n)
On a donc :
X X=1
Y*. Y =1

Les valeurs singuliéres de la matrice des produits scalaires :

Y* . X

nous donne les cosinus de ces angles.
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111.16 Coordonnées polaires

AFAIRE : CLARIFIER LA FIN DU CHAPITRE
Soit les vecteurs (cy, cy) formant une base orthonormée de R? :

(ci| ¢j) = 0y
et ne dépendant pas de la position :

aCi
8:15]-

Soit le changement de variable vers y = (R, 6), exprimé par :

=0

r1 = R - cos(f)
x9 = R -sin(h)

T=2x1-C + Ty Co
dr =er dR + ey db

0 :
6328—;:(?08(6)'014‘8111(9)'02
or ,
69:%:—R~sm(9)cl+R-cos(9)~c2
863
TR _g
OR
0 , 1
%:—sm(e)-cl—l—cos(e)-@:}—%weg
0 , 1
a—;ﬁ:—s1n(9)~cl+cos(0)~cgz}—{-ee
%:—R'COS<¢9>'01—R'Sil’l(e)'CQI—R'eR
_aeR 8@R . 1
dep = 3R dR + 50 d@—RdGeg
_869 86,9 . 1
degfaR dR + 50 deRdReG R df
a:aR-eR+a9~eg
dalt dalt
dazﬁ'eRdR—i-(W—RﬂG)-eRdﬁ%—

da’  af da’  af
(@—FE)'%CZR—F(%—FE) ey db
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Chapitre 112

Fonctions trigonométriques inverses

Les fonctions trigonométriques ne sont pas inversible. Soit y € R et s € R une solution du
probléme :

sin(s) =y
alors, pour tout £ € N, on a :
sin(x +2 k 7) =sin(z) =y
L’ensemble des solutions :

S(x)={x€eR

De méme pour la fonction cos. Par contre, elles sont localement inversible, et on peut définir les
fonctions arcsin, arccos, arctan par :

arcsin(y) =«

=
y = sin(x)

x € [—m/2,7/2]
arccos(y) =«
=
y = cos(x)

z € [0,7]

arctan(y) = x

=
y = tan(x)
x € [—m/2,7/2]
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Chapitre 113

Equations aux dérivées partielles

113.1 Courbes caractéristiques
Soit u € F = Cont'(R?,R) et I’é6quation aux dérivées partielles a résoudre sur 2 C R? :

a(z,y,u) ue(,y) + bz, y, u) wy(z,y) = c(z,y, u)

ol nous introduisons les notations :

Les coefficients a, b, ¢ sont en général des fonctions de z, y, u mais ne peuvent pas dépendre de u,
ni de wu,. Soit & présent la courbe I' définie par :

[ = {(wa(t), wy (1)) : t € R}

ol w, et w, sont des fonctions dérivables. Définissons la restriction de v a I' :

p(t) = u(wy(t), wy (1))

Si on s’arrange pour que :

dw,
2 (1) = ol (6) w, (1), u(awa(0) w, 1))
dwy .\
“E(0) = blua(t), wy (1) w0, w, 1))
On a alors :
de
s Uy a+uy, b=c

Définissons alors :

[t u) = e (wa(t), wy(t), u)

de
— () = f(t,u(t))

qui est une équation différentielle ordinaire en ¢. On peut donc connaitre ¢ et donc u sur I' si on
ajoute la condition initiale :
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©(0) = ug

On dit alors que I' est une courbe caractéristique de 1’équation aux dérivées partielles.

113.2 Fonction de Green

Soit un espace fonctionnel F C Leb?(R™, R) et une forme (,) : FP x F — R a laquelle on associe

par abus de notation :

ou A C R™

/Au(az) -o(z) de = (u,v)

Soit un opérateur L : F' — Leb?(R", R) qui vérifie :

(u, L(v)) = (L(u), v)

pour tout u,v € F. On dit d'un tel opérateur qu’il est auto-adjoint.
Nous nous intéressons a 1’équation différentielle :

ou f e F.

L(u) = f

Introduisons la distribution § de Dirac :

[ = a) fa) dz = fia)
A

et définissons la famille de solutions v, telles que :

L(v,)(y) = 0(y — z)

On peut alors définir la fonction de Green G :

G(z,y) = va(y)

Mais les propriétés de L nous permettent d’écrire :

(L(vz), u) = (va, L(u))

Si u est la solution de L(u) = f, I’équation précédente peut se formeuler comme :

/

et finalement :

5(y — ) uly) dy = / 0nly) F(y) dy

A

u(z) = / Gx,y) f(y) dy

113.2.1 Exemple d’opérateur auto-adjoint

Comme exemple d’opérateur auto-adjoint, citons :

0%u

2
— Ou;

L:u— Au=



Chapitre 114

Algorithmes de résolution d’EDO

114.1 Introduction

AFAIRE : ARRANGER LE CHAPITRE
Le but est de calculer une approximation de la solution y de

W ey = 1o, y(a)

dx
y(0) = yo
Pour cela, on choisit n points z;, et on tente de progresser en évaluant les approximations suc-
cessives y; 11 =~ y(z;41) & partir de y;, pour ¢ =0, 1,2, .... On pose :

hi =211 —

114.1.1 Euler

On se sert de la formulation intégrale correspondant & 1’équation différentielle que 1'on veut
résoudre :

Tit1
Yior = i + / f(a,y(@)) do

Si h; est suffisamment petit, la fonction y sera plus ou moins constante sur l'intervalle [z;, z;41
et on peut approximer la formulation intégrale par :

Yier =i + hi - f(zi,u:)

Cette méthode se nomme Euler explicite.

114.1.2 Predicteur - Correcteur

On part de nouveau de :

Tit1
Yitr1l = Yi +/ f(z,y(r)) dx

On commence par calculer une premiére estimation de y(z;41) en utilisant la méthode d’Euler
explicite :

Yior = Yi + hi - fz, Yi)

La valeur y;, ; ainsi obtenue est nommé prédicteur.

705



706 CHAPITRE 114. ALGORITHMES DE RESOLUTION D’EDO

Une fois cette premiére estimation évaluée, on construit une meilleure approximation de I'intégrale
en supposant que, pour t € [0,1] :

J@it+t-hy,y(z +thy) = fi +t- (fiy — fi)
avec :
fi= f(@i, ui)
fia = f(@iya, y;:rl)

On obtient :

Q

/ " (o)) da / it (fra — £)]

i

Q

h
h; .
5 (fz + fi+1)

L’étape correctrice s’écrit donc :

hi *
Yit1 = Yi + 5 [f(xz, yi) + f(‘ri—l-la yi+1)]

114.1.3 Taylor
Partant des dérivées de la fonction y(z) = f(z,y(x)) :

dy
o =

d> 0 of d 0 0
y f o ofdy _of  of

da? ox

Or  Oydr Oz Oy
d3y

dx?

on peut écrire le développement en série de Taylor de y autour de z; :

df h?
Yivr = Yi + @i hi) b () 5+
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Algorithmes de résolution d’EDP

115.1 Résolution par les caractéristiques

AFAIRE : ARRANGER LE CHAPITRE

Soit une équation du premier ordre a résoudre :

a(z,y,u) ug(,y) + b(z,y,u) u,(r,y) = c(z,y,u)

Supposons que l'on connaisse la valeur de la solution :

ui = u(Ti0, Yio)
pour ¢ = 1,2, ....n. Les équations :
dx dy du
dt dt dt
nous permettent de construire simultanément les courbes caractéristiques et la solution. Par
exemple, si on utilise le schéma d’Euler explicite, on a :

C

Tig+1 = Tig + he a(Tig, Yik, Wik)
Yik+1 = Yik + i O(@ig, Yir, wir)
Ui g1 = Wik + he (Tik, Yik, Wik)

115.2 Différences finies

On vérifie sur le développement de Taylor de u que :

u(z + h,y) —u(z — h,y)
2h
w(z,y+h) —u(z,y — h)
2h

Ug (7, y) &

Uy(ﬂf,y) ~

pour les dérivées premiéres et :

1
Uze (2, y) & o5 (u(@ +hyy) = 2u(@,y) + u(z =D, y))
1
() 5y (e, + B) — 2u(r ) + ulay — h)
1

—u(x + h,y —h) —u(x — h,y+ h))

pour les dérivées secondes. L’erreur converge vers 0 aussi vite que h%. Posons :
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Les dérivées approximatives s’écrivent :

Uy ~ AUy % (Uis1; — Uimry)
uy ~ AUy = % (Uijr1 — Uij1)
et :
Upy ~ A2U;; = % (U1, — 2Us5 + Us_15)

1
T n?
1
Uay & BaByUij = 55 (Uirrgr = Uirrjma = Uimagin + Vi)

(Uij+1 — 2Us + Uy j—1)

On substitue alors ces expressions dans 1’équation :
F(x,y,u, Uy, Uy, Uy, Usy, Uyy) = 0

et on obtient un systeéme linéaire a résoudre en les U;;.

115.3 Eléments finis

Soient des espaces fonctionnels F, H C F(Q,R) et un opérateur linéaire :

L € Lin(F, H)

Nous cherchons a résoudre de maniére approchée I’équation différentielle associée :

L(w) = f

ou f est une fonction de H. La méthode des éléments finis consiste & imposer 'annulation de
I'intégrale du résidu L(u), pondéré par des fonctions 1; :

[ @@ = 1@)] vite) do =0
pour i = 1,2, ...,n. Afin de résoudre ce probléme, on discrétise la solution approchée wu :
u(x) = 30 (o)
i=1
ou les U; sont des réels et les p; des fonctions de F'. On définit les grandeurs :
A= [ Lg)(@) vila) da
Fi= [ 1) via) ds

et les matrices :

3

I
:b —~
S S
~— ~—
S .
<

ﬁ >

!
h
>
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En utilisant la linéarité de L, I’équation des résidus pondérés :

[ L) e do = [ 5o iito) da
devient :

AU=F

soit un systéme linéaire & résoudre en U :

U=A"1F

ce qui nous donne une forme approchée u de la solution exacte.
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Onziéme partie

Analyse dans le plan complexe
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Chapitre 116

Exponentielle complexe

116.1 Dépendances

— Chapitre 77 : Les complexes

116.2 Introduction

AFAIRE : ARRANGER LE CHAPITRE
Considérons 1'unique solution x de I’équation différentielle :

dx
St == a(t)

z(0) =1

ou z € C. On définit alors I'exponentielle d'un nombre complexe par :

exp(z - t) = x(t)

On a donc simplement :

exp(z) = (1)

116.3 Additivité

Comme les fonctions :

s(t) = exp((z1 + 22) - 1)
p(t) = exp(z1t) - exp(zat)
vérifient la méme équation différentielle :

ds
E(t) = (21 + 22) s(t)
s(0) =1

p(0) =1
on a s(t) = p(t) pour tout ¢. En considérant le cas t = 1, on arrive a la propriété d’additivité des
exponentielles :

exp(z1 + 22) = exp(z1) - exp(22)

713



714

11

CHAPITRE 116. EXPONENTIELLE COMPLEXE

6.4 Lien avec les fonctions trigonométriques

Considérons maintenant le cas particulier ou u(t) = exp(it) :

du )
) = iu(t)

u(0) =1

On a alors :

d*u du

W(t) = —u(t) u(0) =1 pn

Soit la fonction u : R +— R définie pour tout réel ¢ par :
u(t) = cos(t) + isin(t)
On voit que :

d
d—:f = —sin(t) +1icos(?)

vérifie la méme équation. Par unicité de la solution, on a :
exp(it) = cos(t) + isin(t)
On en déduit directement que :

exp(in/2) =1i

exp(im) = —1
exp(3ri/2) =1i
exp(2mi) =1

ainsi que la périodicité :

exp(t + 2m) = exp(?)

pour tout t € R.
En utilisant ’additivité, on note que :

exp(z) = exp(a) - exp(ib) = exp(a) - (cos(b) + isin(bh))

De la méme fagon, si nous prenons u(t) = exp(—i.t), nous en déduisons :

d*u
() = —u(t)
u(0) =1 C;—QZ(O) = —i

Donec :

exp(—it) = cos(t) — isin(t)
En additionnant, puis en soustrayant les relations :
exp(iu) = cos(u) + isin(u)
exp(—iu) = cos(u) — isin(u)

on obtient :
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exp(iu) + exp(—iu)

cos(u) = 5
sin(u) = exp(iu) —Ziexp(— iu)
Choisissant un angle 6 € R tel que :
R(z)
cos(f) = T
. S(2)
sin(f) =
2|

on peut réexprimer z comme :

z = |z| (cos(#) +isin()) = |z| exp(i0)

Comme les fonctions cos sont 27 périodiques, il existe une infinité d’angles 6 vérifiant cette
propriété. On définit 'argument de z comme 'unique 6 vérifiant cette propriété et se trouvant dans
'intervalle [0, 27).

z = |z exp(if)

0 =arg(z) < {9 € [0,27)

Inspiré par relation :

z = |z| exp(iarg(z))

et cherchant a étendre la propriété :

In(z - y) = In(z) + In(y)
du logarithme sur R, on définit le logarithme d’un complexe par :
In(z) = In(|z|) + In(exp(iarg(z)))
In(z) = In(|z|) +iarg(z)

Pour un z € C donné, I'ensemble des y € C tels que :

exp(y) = z

peut s’écrire :

Y =A{yr =In(|z]) +iarg(z) + 2rik: k € Z}

Les complexes permettent de retrouver aisément les propriétés fondamentales des fonctions tri-
gonométriques cos, sin. En se rappelant que :

exp(—it) - exp(it) = exp(it —it) = exp(0) = 1
on retombe sur :
(cos(t) +isin(t))(cos(t) —isin(t)) =1
cos(t)? +sin(t)? =1

En dérivant la relation reliant ’exponentielle aux fonctions trigonométriques, on obtient :
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on a bien :

On a aussi :
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d . _d .
g(cos(t) +isin(t)) = pr exp(it)
d Ao .
pr cos(t) +1i pr sin(t) = iexp(it)
d Ldo .
pr cos(t) +1 pr sin(t) = icos(t) — sin(¢)
d :
pr cos(t) = —sin(t)
4 sin(t) = cos(t)
dt N

cos(u + v) + isin(u + v) = exp [i(u + v)]
cos(u +v) + isin(u +v) = exp [iu] - exp [iv]

cos(u + v) + isin(u + v) = (cos(u) + isin(u))(cos(v) + isin(v))

ce qui donne, tous calculs faits :

cos(u 4 v) = cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v)
sin(u + v) = sin(u) cos(v) + sin(v) cos(u)



Chapitre 117

Dérivation et intégration dans le plan
complexe

117.1 Dépendances

— Chapitre 7?7 : Les différentielles
— Chapitre 77 : Les intégrales

117.2 Dérivées

On définit la dérivée d'une fonction f : C +— C par analogie avec la dérivée des fonctions réelles :

F )y TEED) =)

dz h—0 h
heC

Si f est dérivable sur A C C, on dit qu’elle est analytique sur A.
On définit les fonctions u,v : R? — R associées & f par :

u(z,y) = R(f(z+iy))
v(a,y) =3 (f(z +iy))
On a alors f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Si f est dérivable, la limite ne peut pas dépendre du chemin

suivi pour arriver en (z,y). On peut donc choisir h de la forme Az ou i Ay avec Az, Ay € R. Cela
donne :

d, QN+ Ax
—f(z) = lim % Oz
dz Az—0 Ax
df G Ay +iGAY
——(2) = lim “— g
dz Ay—0 iAy
et par comparaison :
du v
or Oy
ou v
oy Oz
En dérivant de nouveau ces équations, on obtient :
Pu 0%u
—_—t — = 0
oxr?  OJy?
v 0%
=0
ox?  Oy?
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Les puissances de z sont dérivables. On vérifie que :

n
dz _ el

= -
117.3 Extension de l'intégrale au plan complexe

Soit une fonction f: A+ C. Comme u = R(f) et v = I(f) sont des fonctions a valeurs réelles :

u,v: A~ R

leur intégrale est bien définie. On définit alors l'intégrale de f par :

/fdu:/udu+i/vdu
A A A

117.4 Intégrale de ligne

Soit une fonction v : [a, b] — C et la courbe :

l={~(t):t€a,b]} CC
On définit l'intégrale de ligne de f sur [ par :

/l feaz = [ (s N0 0yt

On peut également écrire :

/lf(z)dz _ /l(u +iv)(de +idy)
/lf(z)dz = /1(de —vdy) + i/l(udy + vdx)

ot les intégrales des membres de droites sont des intégrales de ligne classiques de fonctions R?
R.

117.4.1 Théoréme fondamental

Soit une fonction analytique F': C — C. La dérivée d’une composée de fonction nous donne :

CF o)D) = (S o)) 2 (1)

On en déduit, en appliquant le théoréme fondamental que :

/l%(z)dz = F(v(b)) — F(y(a))

117.4.2 Contour fermé

Dans la suite, lorsque [ est une courbe fermée et est donc la frontiére d’un certain ensemble [ = 0.5
inclus dans C, nous notons :

Frets= [ e
l oS

Soit f une fonction analytique et [ = S une courbe fermée. On a :
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jl{f(z)dz = Z{(udx —vdy) + if;(udy + vdx)

En appliquant le théoréme de Stokes, il vient :

ou  Ov
or  y
ou v
dy Oz

Les termes du membre de droite s’annulent donc et :

7{ F(2)dz =0

117.4.3 Cercle

Soit C' le cercle de centre a et de rayon R :

C={y(0)=a+ Rexp(if) : 6 € [0,27)}

On a alors :

Ay, e
@(9) = Riexp(if)

et :
(z —a)* = (Rexp(i0))"

pour tout z € C' et k € Z. Donc :
7{ dz /2” Riexp(if)
c(z—a)* J, Rrexp(ikd)

fg(d_z)k _ iRt /O% expli(1 — k)6]d0

zZ—a
Mais les propriétés de périodicité des fonctions trigonométriques et de l’exponentielle associée

nous permettent de vérifier que :

2m
/ exp(ilf]df = 27,
0

pour tout [ € Z. On a donc :

dz
— =971
i(z—a)k Ok

pour tout k € Z. L’intégrale s’annule pour tout les k # 1.
Vu que la fonction f(z) = (2 —a) ™" est analytique partout sauf en a, on obtient le méme résultat

pour toute courbe fermée entourant a :

dz .
fgs (Z _ a)k = 27‘(‘151.3,155(&)
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117.4.4 Théoréme de Cauchy

Si f est analytique, la fonction

est analytique aussi. On a donc :

Z{ g(2)dz = 0

Soit a € C et une courbe fermée entourant a telle que a ¢ [. On a alors :

%ww _ jl{g(z)dz — 0

On en déduit que :
1
f(a) j{ —dz = Mdz
98 < — a 98 < — a
ce qui nous donne la valeur de f(a) en fonction d’une intégrale :

fo)= g f T

C2mi Jysz—a

En dérivant k fois cette derniére relation par rapport a a, on obtient :

ﬁ(a)— i fg f(z) dz

dz" ' 2mi Jyg (2 — a)k+?

117.4.5 Séries de Laurent

Supposons que f puisse s’écrire comme une combinaison linéaire de puissances entiére de z — a.

On a:

+oo

f2)= ) an(z—a)"

n=—oo

Multipliant le tout par (z — a)~*~! et intégrant sur un contour entourant a, on obtient :

f;f(z)(z —a) "y = f Qp, ]l{(z —a)" " dz

n=—oo

Mais nous avons vu que seule I'intégrale de (2 — a)~! ne s’annule pas. On en déduit que :

1 f(2)
U= ZWiYZ{(z—a)’““dZ

117.4.6 Théoréme des résidus

Considérons le cas ou :

+oo
)= anlz—ay
n=-—p
pour un certain p € Z. On dit alors que f & un péle d’ordre p en a. En multpliant le tout par
(z — a)P et en dérivant p — 1 fois, on obtient :
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Tl =PI = (= Do ol - 0) 4 e - ) 4]
On a donc :
A R A

Mais comme a_; n’est rien d’autre, a un facteur 271 prés, que l'intégrale de f sur un contour
entourant a, on a :

§ f(2)dz = 2milim o A [(2 — @) £(2)]
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Chapitre 118

Polynémes et exponentielles

118.1 Chebyshev

Les polynomes de Chebyshev T;, sont défini par :

T, : x +— cos(n arccos(x))
T, (cos(0)) = cos(nh)
Il est clair que :
To(z) =1
Ti(x) ==
Les propriétés des fonctions trigonométriques :

cos[(n +m)d|

cos|(n —m)@] = cos[nb] cos[mb] — sin[nd)] sin[mb)]

cos[nf] cos|mb] + sin[nd)] sin[m|

nous montrent que :

Toim(z) + Ty () = 2T, ()10 ()

On en déduit entre autre que :

Toi1(z) + Tho1(x) = 22T, ()

Les fonctions T;, sont donc des polynémes. Comme :

T, [cos <2k+ 1)1 =0
2n

<2k+1)
T = COS
2n

pour k =0,1,...,n — 1. On déduit aussi la propriété suivante de la définition :

les racines sont données par :

(T o Tp)(x) = Thn(x) = (T 0 T,) ()

Nous allons voir que les 7, sont orthogonaux moyennant un certain poids. Si m = n = 0, il est
clair que :

/ " T (cos(8)) T (cos(8))d6 = / T =
0 0
Sim,n+#0,ona:

723
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/07T Ton(cos(0))T,(cos(0))dd = /OTr cos(m#) cos(nb)do

1
2

/07r T, (cos(0))T, (cos(9))dd = = /07r cos[(m + n)0]dd + % /07r cos|(m — n)d]db

Sim =n, on a alors :

/0 T (cos(8)) T (cos(8))d6 = — [sin(2n) — sin(0)] +

2n 2

La premiére intégrale s’annule donc par périodicité de la fonction sin. A présent, si m # n, on a :

11

/ T, (cos(6)) T (cos(0))d0 —
01
2(m+n)
1
2(m —mn)

[sin[(m + n)m] — sin(0)]+
[sin[(m — n)mw| —sin(0)] =0
Rassemblant ces résultats, on obtient :

- T sim=20
/ Trn(cos )T, (cosB)df = ¢ /2 sim=n#0

0 .
0 sim#n

Le changement de variable x = cos(6),

dx = —sin(0)do
dz
Voo

df =
nous donne :

/07T T, (cos0)T,(cos0)dh = /_1 %dw

On en déduit que :

! T (2)T, () T
L dr = 0= (1 + Oy
/_1 v1— 22 * 2 ( o)

pour tout m,n € N.

8.2 Hermite

Les polyndémes de Hermite sont orthogonaux pour le produit scalaire :

+oo
H,(z)H,,(z) exp(—2?)dr = 2"n!\/Tmn

—00

Ils obéissent a la récurrence :
Ho(l') =1

Hy(z) =2z
Hyq(x) =22H,(x) — 2nH, 1(x)
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118.3 Laguerre

Les polyndémes de Laguerre sont orthogonaux pour le produit scalaire :

+oo
/ Ln(2) Ly () exp(—z)dz = Sy,
0
Ils obéissent a la récurrence :
LQ(Q?) =1
L1 (.Z') =1—=x
(n+1)Lyp1(z) = (2n+1—2)L,(z) — nly—1(x)
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Chapitre 119

Analyse de Fourier

119.1 Séries de Fourier

AFAIRE : ARANGER LE CHAPITRE
Constatons tout d’abord que :

2 o2 sik =
/ exp(ikz)dr = g S% 0
0 0 sik#0

pour tout k € Z. En effet, si k = 0, I'intégrale devient :

27 27
/ exp(0)dz = / lde =27
0 0

Par contre, si k # 0, le changement de variable :

s=1kx
ds =1kdx
nous mene a :
2m 1 2wik
/ exp(ikz)dr = — exp(s)ds
0 ik Jo

le théoréme fondamental nous donne alors :

/0 w exp(ikz)de = %[exp(%rik) — exp(0)] =0

pour tout k € Z, par périodicité des exponentielles imaginaires. On généralise ce résultat en
utilisant le changement de variable :

t + I
=a+ —zx
27

/a+T (27rik;1:> T sik=0
exp dr = _
a T 0 sik#0

Définissons & présent le produit scalaire :

ce qui nous donne :

T/2

(ulv) = / u(z)v(z)dx

—T/2
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Soient les fonctions e, :

<27rilm)
er 1 T > exp T

B < 27Tim93) (27rin1:>
Emen =exp | — exp
T T

_ <27T i(n — m)x)
EmEn = exp [ —————
T

ou k € Z. Notons que :

La suite des ¢;, est donc orthonormée :

T/2

2ri(n —
(em | €n) = / exp (—W l(nT m);z:) dr = 276
~T/2
Soit a présent u € span{e; : k € Z} :
+00
u(z) = Uper
k=—oc0

Nous avons vu au chapitre ?? que les composantes d'un vecteur (ici la fonction u) par rapport a
une base orthonormeée s’écrivent :

T/2

g = (e | u) = / u(z) exp (— 2”;“) da

~T/2

Soit & présent v :

+o0

v(x) = Z (N

k=—o00

Utilisant a nouveau les propriétés des bases orthonormées, on a :

119.2 Transformeée de Fourier discréte
Dans le cas ou :

a = exp(ix)
a® = exp(ikx)

I’équation de la progression géométrique du chapitre 77 :

1 — an-i—l

n

)
E a' = ——
: 1—a
1=0

devient :

exp(ike) = ! —1e>ipéi(;z(i—i;s)1)x)
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On voit alors que si (n+ 1)z est un multiple entier de 27, la somme s’annule par périodicité sauf
dans le cas ou x est un multiple entier de 2, ou elle vaut n + 1. Posant N =n — 1 et x = 27l/N,
on obtient :

N-1

o (B040) [ smives

S1.1

pour tout k,l,m, N € Z. Dans la suite nous utilisons la notation :

e(k,l) = exp (272\1[]{[)

Nous allons en déduire la forme de la transformeée de Fourier discréte. Soit la série uy : k =
0,....N—1:

N/2—1

U = Z Une(k,n)

n=—N/2

ou nous supposons que N/2 € N. Multipliant par e(k,—m) ou m € {—=N/2,..., N/2 — 1}, et
utilisant 'additivité des exponentielles, il vient :

N/2-1
ure(k, —m) = Z Une(k,n)e(k, —m)
n=—N/2
N/2—-1
uge(k, —m) = Z Une(k,n —m)
n=—N/2
Sommons & présent sur k :
N/2—-1
Zuke k,—m) Z Z (k,n —
n=—N/2

Mais la somme sur £ du membre de droite s’annule sauf lorsque n — m est multiple entier de N.
Comme m,n sont dans {—N/2,..., N/2 — 1}, le seul cas possible est ici m = n. On a donc :

2

Un = uke(k’, —m)

0

1
N

£
I

Nous avons donc obtenu une bijection entre les u; et les U, :

N/2—1

2rikn
Z Uexp( N )
n=—N/2
N-1

1 2rikn
N Uy, exp I
k=0

119.3 Transformeée de Fourier

On peut présenter le résultat précédent sous une autre forme. On peut poser :
1, = kAx
Yn = nAy

ainsi que :
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u = u(xy)
Un = U(yn)

pour des fonctions u,v € X C F(R,R). Soit :

N/2—1
u(zy) = Z Ul(y,) exp(2miziy,) Ay
n=—N/2
ou k=—N/2,...,N/2—1. Suivant le méme procédé que ci-dessus, on aboutit a la relation inverse :
N/2—-1
Uya) = > u(zy) exp(—2mizgy,) Az
k=—N/2
pour autant que :
AxA L
rAy = —
YN
Choisissons :
1
Ar=Ay=—

On voit que Ax et Ay tendent alors vers 0 lorsque N tend vers l'infini. Les sommes ci-dessus
se rapprochent donc de plus en plus d’intégrales sur l'intervalle [—v N /2,v N /2], qui tend lui-méme
vers (—oo, +00) = R. On arrive donc aux relations :

“+o00

ule) = [ V) experizyy
oo
Uly) = /u(x) exp(—2mixy)dx

On définit alors la transformeée de Fourier F : X — X et son inverse par :

“+oo

Uy) = Flu)y) = [ ule)exp(-2riay)da
_m+m
u(e) = FO)w) = [ Ulw)exp(zrizg)dy
119.3.1 Delta de Dirac
On déduit des relations ci dessus que :
+oo +oo

u(z) = / exp(2m i zy)dy / ulz) exp(—2mi 2y)dz

u(w) = 70u(z)dz +/Ooexp(27r i — 2)y)dy

On en déduit la relation fondamentale :
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+o00

/ exp(2mi(x — 2)y)dy = 0(xz — 2)

—0o0
qui est I’extension de 'orthonormalité des bases discrétes. Ce n’est donc pas une intégrale au sens

classique du terme, mais une distribution.
Cette relation nous montre aussi, lorsque z = 0, que :

Inversément, on a :

+o00
Fo)(x) = / 5(x) exp(—2r i zy)dz — exp(0) = 1
119.3.2 Produit scalaire
Considérons a présent le produit scalaire :

(u|v) = 70@(:5)@(3;)611;

et examinons (F(u) | F(v)). En utilisant la propriété d’orthonormalité, on arrive a :

+0o0
[ coni P F@)wds = [ aty(z)exp @rite - 2)y) dads
/ conj [F () (4)] F(v) (y)dy = / a()o(2)5(r — 2)dads
et donc : _
/ conj [F () (3)] F(v)(y)dy = / a(a)o(z)dz

La transformeée de Fourier posséde donc la propriété de conserver le produit scalaire :

(Flu) [ F(v)) = (u]v)

119.3.3 Convolution

La transformeée d’un produit de convolution s’écrit :

Fluxv)(y) = +/Ooexp(—27ri:cy)da: Jr/oou(x — 2)v(2)dz

Considérons le changement de variable :

Onaalorsz =& +net:



732 CHAPITRE 119. ANALYSE DE FOURIER

+oo 400
Fluxv)(y) = / u(€) exp(—2mi €y)de / o(1y) exp(—2miny)dn

c’est-a-dire :

Fluxv) = F(u)F(v)

119.3.4 Dérivées

Soit u une fonction qui s’annule & l'infini. La transformeée de Fourier de sa dérivée s’écrit :

£ (%) () = 702_2(1;) exp(—2rizy)ds

— 00

En intégrant par partie, et en tenant compte du fait que les limites a I'infini sont nulles, il vient :

—+00

F (%) ) = ~(-2riy) [ ule)exp(-2rizy)ds

—00

et finalement :

F (%) (y) = 2miyF(y)

119.3.5 Déphasage

Considérons l'opérateur de translation :

to(u)(x) = u(x — a)

La transformeée de Fourier d’une translatée de la fonction u s’écrit :

Fta(uw)] (y) = / u(zr — a) exp(—2mwizy)dx
e N
Fta(w)] (y) = exp(—2miay) / u(r — a) exp(—27i(z — a)y)dz

Mais comme dx = d(x — a), on en déduit que :
Ffta(u)] (y) = exp(=2m iay) F(u)(y)

119.3.6 Dilatation

Soit d, I'opérateur de dilatation :

do(u)(z) = u(ax)

ol a > 0 est un réel strictement positif.
La transformeée de Fourier de la fonction dilaté d,(u) s’écrit :
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+o0o
Flda(w] 9) = [ ulaz) exp(-2rizy)ds

—0o0

Considérons le changement de variable z = ax. On a alors :

Fda(u)] (y) = 2 / u(z)exp (~2mizY) dz

—0o0

F lda(u)) (5) = - F(u)(9/a)

c’est-a-dire :

Flda(u)] = F [dsju(o)]

119.3.7 Gaussienne
Définissons la gaussienne G :
G(z) = exp(—nz?)
Sa transformeée s’écrit :

+oo

F(G)(y) = / exp(—ma? — 2mizy)dw

—0o0

Il est clair que :

exp [—7(z +iy)?] = exp(—7wz® — 2mizy) exp(my?)
Il vient donc, en effectuant le changement de variable £ = x + iy :

+o00

F(G)(y) = exp(—my?) / exp(—me?)de

—00

Mais nous avons vu au chapitre 7?7 que cette derniére intégrale vaut 1. Donc :

F(G)=G

La transformeée de Fourier laisse G inchangée.

119.4 Transformeée de Fourier
La transformeée de Fourier (voir chapitre 119) est définie par :
F(u)(y) = /Ru(x) exp(2mizy)dx
oti=+—-1.0na:
[ F@ Wiy = [ e expizriadsdy
Flwelds = [ u@)F )@

R
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et donc :



Chapitre 120

Ondelettes

Les ondelettes constitue un outil d’analyse de signal puissant. L’idée est de décomposer une
fonction en différentes échelles, des échelles grossieres jusqu’a des résolution tres fines. Contrairement
aux séries de Fourier, elles ont une influence locale et des relations simples entres les différentes
échelles représentées, ce qui permet de passer rapidement (en O(N)) d’une représentation a une
autre.

Elles sont fort utilisées en compression de donnée (son, image, ...) ou les coefficients les plus
négligeables sont ignorés.

120.1 Introduction

AFAIRE : ARRANGER LE CHAPITRE
Le plus simple est de commencer avec un exemple célébre : les ondelettes de Haar :

p(x) = bjo,1((7)
P(z) = 5[0,1/2[(37) - 5[1/2,1[(55)
La fonction ¢ est appelée fonction d’échelle, tandis que ¥ est I'ondelette proprement dite. La

propriété principale d’'un systéme d’ondelette est qu’il permet facilement de changer d’échelle. Ainsi,
on a:

©0(2z) + (22 — 1) = adp(2z) + alp(2x — 1)
U(x) = p(22) — p(2z — 1) = app(22) + a1p(2x — 1)

oul'onaposé a) =1,a) =1, a} =1, a] = —1. En inversant les deux relations ci-dessus, on arrive

p(27) = 3 () + (2)
o2z~ 1) = 3 (pl2) ~ ¥(2))

Les deux représentations ci-dessous sont donc équivalentes :

f(z) = fio2z) + fop(2z — 1)
_ Ji+ fz(p J1— f2

f(z) 5 P(@) + ()

La différence est que l'on représente f tantdét comme une somme de fonctions de base de méme
échelle, tantot comme une superposition d’échelles différentes. En effet, ¢(2z), (22 — 1),¢(x) re-
présentent 1’échelle fine 1/2, tandis que () représente 1’échelle grossiére 1 (un petit dessin peut
aider).

735
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Une autre propriété importante est que le support des fonctions ¢ et ¢ est borné, et donc la
fonction @i :  — (272 — k) & un support S; de plus en plus fin lorsque j augmente. On dit que les
ondelettes ont une influence locale.

120.2 Définition

Nous allons construire un systéme d’ondelettes générique a partir des coefficients :

ai, : i=01,..m—-1 kmecZm>1

Adoptant la convention ), = >, ., nous demandons que ces coefficients vérifient les propriétés
de normalisation :

E 0 —
ap-l—mk =1
k
E CLZ: = m5i70

k

et d’orthogonalisation suivantes :
E ' i J _
akerTa’k:—l-ms - m(sij(srs

k

m—

ar+mkas+mk - md?"s
k i=

7

—_

Par ailleurs, afin d’assurer le caractére compact des fonctions associées, on impose la nullité des
coefficients en dehors d’un certain domaine :

a, =0  Vk¢{0,1,2,..mg— 1}

ou g > 0 est un entier fixé.
Nous allons voir dans la suite que ces propriétés permettent de montrer d’importants résultats
sur le comportement des ondelettes associées. Remarquons déja les conséquences directes suivantes :

0 _
g Uiy = 1
k
m—1
A kQs—m.k = mé?“s
k =0

Dans la suite, nous utilisons le produit scalaire :

(u|v) = /Ru(a:)v(a:)da:

120.3 Construction

La fonction d’échelle s’obtient en partant de :

eV (z) = ()

et en itérant :

P (@) =Y ade! V(mz — k)
k
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Supposant que I'algorithme converge vers un point fixe (voir chapitre ?7?), on définit la fonction

d’échelle :

¢ = lim o™

n—oo

Qui posséde la propriété :
pla) = adp(mz — k)
k
Le systéme d’ondelettes est définit finalement par :
pl) = adp(mz — k)
k
Vi(x) =) app(ma — k)
k

120.4 Propriétés

Les propriétés des a§c permettent de montrer, par récurrence sur n, que :

/ (x)dr =1

¥
R
V' (z)dr =0

R

En effet, on a [, (¥ =1 et si on suppose que [, ™V =1 alors :

/Rgo(”) (x)dx = Z ay /R oD (ma — k)dx
/R o™ (z)dw = (2}; ag) % /R oD (€)de = 1

Par ailleurs on a :

/Rzlzi(x)dx - ga@ /R o(ma — k)dz
[ v (Z k> ~ [ etcras o0

On peut aussi montrer par récurrence :

supp(p) C

k=0

Le support de ¢ est donc bien borné.

O,l—i—(g—l)f(%)k] = {O,lJr(g—l)%

Une autre propriété importante qui va nous permettre de prouver la convergence des développe-

ments en ondelettes est la partition de 'unité :

Z@(m—k)zl Vr e R
k

En effet, il est clair que Y, ¢ (2 — k) = 1. Partant de 'hypothése de récurrence Y, ™~ (z —

k) =1, on obtient :
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Yo @—k) =Y aje" ) (m(z — k) = 1)
k kool

Z M (x —k) = Z Z ado "V (ma — mk — 1)
k Ik

Posant p = mk + [, cette derniére équation devient :

S M@ —k)=> " Vmz—p)Y a) .,
k p k

Mais comme ), ag_mk = 1 quel que soit la valeur de p, on en déduit que :
d M@ —k)=> " V(mz—p) =1
k p
et la propriété de partition de I'unité est démontréé en passant a la limite :

Zso(x—k) = lim Z@m)(x_k) _ 1

n—-4o00

120.5 Niveaux

On définit la fonction d’échelle et les ondelettes du niveau j € N comme étant les dilatations
translatées des fonctions ¢, 9)° :

k() = mj/zgp(mjx — k)
Vi () = mP (mlz — k)

J

Le coefficient m?/2 permet d’obtenir les normalisations : (@1, | i) = 1 et <w;k | ¢;k> =1
La définition du systéme d’ondelettes permet d’obtenir les relations suivantes entres échelles
voisines :

1 0 1 0
Pik = —F— E A Pji+1,mk+l = —F— E Ap_mkPji+1,
J \/ﬁ l 1Y) m \/m , p—mk ¥ p

W = ! E ai@ 1,mk+l = ! E a’ Pi+1
ik — T — i+1mk+l — = — — i+1,
ik 'm l lrj+lm \/m . p—mk ¥ J+1,p

120.6 Développement en série et algorithme de Mallat

120.6.1 Convergence

Commengons par remarquer que :

sup ;i (€) = m?? sup p(€) = m*M
EER £ER

ou M ne dépend pas de j.
Soit la mesure de Lebesgue p définie par :

p(la, b]) = b —al

On a alors :

p(supp(ejx)) = m™ p(supp(p)) = m ™,
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ol 0y de dépend pas de j. Le support des fonctions ¢j; est donc de plus en plus fin lorsque j
augmente.
Nous définissons la famille d’ensembles :

Ki(z)={k€Z: pj(x)#0}
ou x € R. On obtient, a partir des propriétés du support de ¢, que :

miz — k € supp(p) = m’z — 29 < k <mlx

pour tout k € K;(z). On a donc :

#K;(z) < 2g

Pour un réel z fixé, le nombre de ¢;;(x) non nuls est donc borné, et ce quelle que soit la valeur
de j € N.
Choisissons z,y € supp(g;x). On a alors :

|z —y| < dom 7

et par continuité de f :

|f(x) = fly)] <¢
avec :
lim €; =0
Jj—+oo

Utilisant un simple changement de variable £ = m/y — k, on obtient :

/%k(y)dyzfmj%(mjy—k) dy

R R
/wjk(y)dyz/mj%(ﬁ)m‘jdé
R R

/ pir(y)dy = m™/? / ©(€)dE = m /2
R R

Comme m’z € R, on a aussi :

> i) = 3 gl — ) =
k k
Donc :
Z%k /%k y)dy =m~ ”2290

On en déduit en particuher que :

2= o) / f(@)os(w)dy

On aimerait bien montrer que les fonctions échelles de niveau j quelconque forment un cadre
(voir chapitre ?7?), c’est-a-dire que :
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F=Y_{flom om
k

Pour x fixé, seuls les k appartenant & K ;(x) vont donner une contribution non nulle & la somme :

Z<f| Pik) k() = Z (f 1 ojr) pix(x)

k keK; (z)

Rassemblant tous les résultats ci-dessus, on en déduit que :

|f(:lf) D (o) el

k

— S ol / ) — F() o(v)dy

keK;

< 2ngj/26j60m’ijj/2 = 2gM?§¢;

f(x) — Z (f | i) pin(z)

k

qui tend bien vers 0 lorsque j tend vers l'infini.

120.6.2 Algorithme de Mallat

Considérons a présent 'approximation suivante :

f(z) = f(ff) = Z crEPRE(T)

ol Crp = ( f | © Rk>. Nous allons maintenant montrer par récurrence que pour tout J < R :

m—1 R
f(x) = Z e (@ Z Z Z d]kwék
k =1 j=J
ou :
cik = (f | ejk)
}k = <f| 1/J§k>

Il suffit pour cela de constater que :
m—1
Z%%HZZd Wik =D L oiw) i+ D D (F 1 05) ¥
i=1 k k=1
m—1
1
= _ZZ Z (f @je1p) i1, qap mka’q mk
m p,q k =0
1 m-l .
= Z (flejt1p) <Pj+1,qa Z Z W g
P, k i=0
= Z (f| @i410) ©i+1,40pq
P,

= (fl@js1p) Pivin
P

en utilisant les propriétés des a. On peut donc construire le développement du niveau j + 1 a
partir des fonctions d’échelles et des ondelettes du niveau j. La définition des c;y, d;k combinée aux
équations reliant les échelles voisines nous donne :
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= (| pjk) \/—Z (flejr1p)a p mk
ck—LZOH ay k=—zc-+1z+mka?

ainsi que :
) 1 )
v = 1) = o= Z (F | @i10) G

]k \/— E :CJ+17Pap mk — \/— E Cj+1, l—‘rmkal

La relation inverse s’obtient a partlr de :

Z (f | @jr1p) Pitip = Z CikPik + Z Z

p

1 ..
_ 0 T 1
E :Cj+1,p90j+1,p = _\/— E Pj+1,p E :Cjk&p—mk + E E djk:ap—mk
m k E o i=1
p p =

En comparant les coefficients des ¢;1,, et comme cette équation doit étre valable pour tout =,
on a :

1 m—1
Cijt1p = —F— E Cipal + E E d: a
J+Lp — \/— IRYp—m.k Jk“p—mk
m -
Ci+1,p = \/— § :Cjkap mk+ § : § : p mk

On voit donc que pour passer d’'une representatlon mono—echelle

f@) =" crroni(z)

k
a une représentation multi-échelle
m—1 R
@)= cnmpn(@) +3 > Z &5 (2)
k k=1 j=J

(ou 'inverse) il suffit d’appliquer successivement les équations ci-dessus reliant entre-eux les co-
efficients ¢;jy1, ¢k, di, pour j = R —1, R —2,...,J. En pratique, on approxime les coefficients du
niveau de résolution maximal R par :

k
o R/2
CRL =~ MM / f (_R
m

Lorsque f est assez réguliére pour avoir la convergence :

= hm ZCRkSORk

on écrit :

m—1 +

Z caepr() + Z ()
k

i=1

8

<.
Il
<
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Chapitre 121

Probabilité

121.1 Probabilité

Une probabilité P sur un ensemble d’événements 2 est une mesure définie sur S = {A: A C Q}
et & valeurs dans [0, 1] :

P:S+—[0,1]
Cette probabilité doit vérifier la normalisation :
P[Q]=1

ainsi que l'additivité :

o] -5

lorsque les ensembles ®; sont disjoints deux a deux :

& i—j
‘Dm@f:{@ i

On en déduit directement que :

P[@]=P[@UD] =P [®] + P[0
d’ou P[] = 0.

La grandeur P [®] peut s’interpréter comme la probabilité que I'un des événements de ® se réalise.

121.2 Variable aléatoire

Une variable aléatoire X associe une valeur réelle a chaque élément de €2. On a donc X : Q2 — R.

121.3 Mesure induite

Etant donné une variable aléatoire X, on peut définir une mesure induite Lx : P(R) — [0, 1],
qui exprime la probabilité qu’'un événement w € ) donne une valeur appartenant a un sous-ensemble
UCR:

Lx(U)=P[X ' (U)] =P[{weQ: X(w) € U}

745
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121.3.1 Variables conjointes

La mesure induite par deux variables aléatoires X et Y se définit par :

Lxy(D)=P{weQ: (X(w),Y(w)) € D}

pour tout D C RR2.
On voit clairement que :

121.4 Collection induite

Soit X une variable aléatoire et U C R. On définit le sous-ensemble de €2 :

OX,U)={weQ: X(w) eU}

ou de maniére équivalente en utilisant la relation inverse X 1 :

oO(X,U)=X"4U)
La collection A(X) induite par X est un ensemble regroupant les O(X,U) pour tous les sous-
ensembles de R :
A(X) = {O(X,U): U C R}

Comme :

O(X,0)=10

O(X,R)=0Q
il est clair que 'on a 0, € A(X) quelle que soit la variable aléatoire X.

Fonctions indicatrices

Si®dCQet X =0p,0na:

©00s,{1}) ={w: dp(w) =1} =P
O(60, {0}) = {w: 8alw) =0} =0\ @
De méme, si un ensemble U C R :
— ne contient ni 1 ni 0, on a O(de,U) =0
— contient 1 et 0, on a O(de,U) =
— contient 1 et pas 0, on a ©(ds,U) = P
— contient 0 et pas 1, on a ©(ds,U) = Q\ &
On a donc :

Ads) ={0,Q,9,Q\ &}

121.5 Espérance

L’espérance d’une variable aléatoire X est simplement une moyenne pondérée par les probablités
que X prennent telle ou telle valeur :

E[X] = /Q X (w) dP(w)
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121.5.1 Indicatrice

Notons que pour tout ® C 2, on a :

E[§y] = /&D dP
Q
P

:/¢d

et donc :

E[dq] = P[2]

121.5.2 Fonction d’une variable aléatoire

Pour toute fonction G : R — R, on a bien évidemment G o X : {2 +— R et on peut définir :

E[G(X)] = [ (GoX)(w) dPw

Q

121.5.3 Fonction de plusieurs variables aléatoires

De méme, si X et Y sont deux variables aléatoires, pour toute fonction G : R? — R, on a
évidemment G(X,Y) € R et on peut définir :

E[G(X,Y)] = / G (X(w),Y () dP(w)

Q

Le cas particulier G(X,Y) =a X +b Y, ol a,b € R, nous montre la linéarité de 'espérance, qui
découle directement de celle de I'intégrale :

Ela X +bY]=aE[X]+bE[Y]

121.6 Espérance et mesure induite

Soit une variable aléatoire X et la fonction étagée G : R — R définie pour tout x € R par :
Ga) =Y 91 4 (2)

ou les A; forment une partition de R et ot les g; sont supposés sans perte de généralité étre des
réels distincts. Soit la partition de €2 constituée des ensembles :

Q=X1A)={weQ: X(w) € A}

On voit que (G o X)(w) = g; pour tout w € Q;. Calculons I'espérance de G(X) :
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E[G(X)] = / (G o X)(w) dP(w)

= Z/Qv(GoX)(w) dP(w)

= > [ o ar)
- Yo [ @)
i i
= Zgi P[]
Par définition de la mesure induite, on a :

Lx(A) =P [X 1 (4)] = P[]

L’espérance de G(X) peut donc s’exprimer comme :
E[G(X)] =) g Lx(A)
Mais le membre de droite n’est autre que l'intégrale de GG sur R utilisant la mesure Lx :

E[G(X)] = / G(a) dlx (o)

Comme cette expression doit étre valable pour toute fonction en escalier, on en conclut que :

E[G(X)] = / Glx) dLx(2)

pour toute fonction intégrable G.

121.6.1 Identité

Le cas particulier G = Id nous donne :
E[X] = / v dLx(z)
R

121.6.2 Densité

Si il existe une fonction fy : R — R telle que dLx = fx dz, ou dx correspond & la mesure de
Lebesgue sur R, on a :

E[G(X)] = / G2) fx(x) do

ainsi que :

E[X] :/Rx Fel() da

On nomme cette fonction fx la densité de la variable aléatoire X.
Remarquons que fx est positive par positivité de la mesure. Comme :

E[1] =1
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on obtient la propriété de normalité :

/fo(x dx =

Une variable aléatoire est dite normale de parameétres u, o si sa fonction densité vérifie :

o - o (-522)

o2 202

Variable aléatoire gaussienne

121.6.3 Variables conjointes

Soit les variables aléatoires X,Y et la fonction étagée G : R? — R définie pour tout z,y € R par :

ou les A; forment une partition de R? et oil les g; sont supposés sans perte de généralité étre des
réels distincts. Soit la partition de ) constituée des ensembles :

Q={we: (X(w),Yw)) € A}
On voit que G(X (w), Y (w)) = g; pour tout w € §2;. Calculons 'espérance de G(X,Y) :

E[G(X.Y)] = / (X(w),Y (@) dP(w)
- X / () dP(w)

= Z Gi / dP(w)
i i
= Zgz' P[]
Par définition de la mesure induite, on a :

Lxy(A;) =P[Q]

L’espérance de G(X) peut donc s’exprimer comme :

= Z Gi EX,Y(A

Mais le membre de droite n’est autre que I'intégrale de G sur R? utilisant la mesure £ Xy :

ElGXY)] = | Glz,y) dlxy(z,y)

]RQ
Comme cette expression doit étre valable pour toute fonction en escalier, on en conclut que :

E[G(X,Y)] = /R2 G(z,y) dCxy(x,y)

pour toute fonction intégrable G.
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121.6.4 Densité conjointe

Si il existe une fonction fxy : R? — R telle que dCxy = fxy dz dy, ou dx dy correspond a la
mesure de Lebesgue sur R?, on a :

BIGXY) = [ Gle.y) fxr(ey) do dy

En considérant le cas particulier G(X,Y) = X, on obtient :

E[X] = /R2x fxy(z,y) dx dy

B /RJ: {AfX7Y<$,y) dy} dz

En définissant la fonction associée fx par :

) = /R;fX,Y(xvy) d

on peut dés lors écrire ’espérance de X comme :

E [X] :/Rx fx(z) dx

En suivant le méme déroulement pour E [Y], et en définissant :

/fxyl‘y

E[Y] Z/Ry fr(y) dy

on peut écrire 'espérance de Y comme :

Distribution normale

On dit que les variables aléatoires X, ..., X présentent une distribution normale multivariée si
il existe :

p= (i),
0= (Uij>i,j

tels que la fonction densité associée & X = (X1, ..., Xn)T s’écrive :

1 1
fx(z) = 72 ot A4 P (—5(3? —w) 07 (z— M))

pour tout z € RY. On a alors :

Uy (u) = exp (uT p+zut et u)

pour tout u € RY.
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121.7 Fonction génératrice des moments
On définit le moment générateur d’une densité par :

W (u) = E [exp(X - )

L’intérét de cette fonction est qu’elle permet de calculer facilement les espérances des puissances
naturelles de X. En effet :

dFU
duF

(u) =E [X* exp(X - u)]
et donc :
av = A B A
@(O) =E [X* exp(0)] =E [X*]
121.7.1 Variable gaussienne

A titre d’exemple, nous calculons le moment générateur associé a une densité gaussienne :

W(u) = — /R exp(zu1) exp (—(x_—“)?) da

2mo 202

On obtient en développant :

o0 = fo ()
! exp(uu—FluQUQ)/ReXp (_(:c—(p+u02))2) dx

\ 2o 2 202

Comme l'intégrale vaut v/27o, on obtient finalement :

1
U(u) = exp(up + §u202)

121.8 Variance

La variance de X est la variation carrée moyenne de X autour de son espérance E [X] :

var (X) =E [(X - E[X])?]

Comme la variable Z = (X — E [X])” est positive, son espérance doit également etre positive et
var (X) > 0.

En développant la définition et en utilisant la linéarité de ’espérance, on obtient :

var(X) = E[X? -2 X E[X]+E[X]’]
— E[X) —2E[X]-E[X]+E[X]*-E[]
= E[X?] -2E[X] +E[X]?

soit :
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Invariance sous translation

Notons que si X, Y sont deux variables aléatoires reliées par :

Y=X+a
oua€c€R,ona:
var(Y) = E[(Y —E[Y])]
E[(X +a—E[X +a])’]
E[(X +a—-E[X]-a)’]
= E[(X —E[X])’]
var (X)

La variance est donc invariante sous translation :

var (X + a) = var (X)

121.9 Covariance
La covariance de deux variables aléatoire X,Y se définit par :

cov (X,Y) =E[(X ~E[X])- (Y —E[Y])]

En développant et en utilisant la linéarité de 1’espérance, on obtient :
cov(X,)Y) = EX-Y]-EX]-EY]|-E[Y]-EX]|+E[X]-E[Y]

— E[X-Y]-E[X] -E[Y]

On voit également que la variance d’une variable aléatoire X n’est rien d’autre que sa covariance
avec elle-méme :

var (X) = cov (X, X)

Invariance sous translation

Suivant le méme raisonnement que pour la variance, on considére les variables aléatoires W, X, Y, Z
reliées par :

W=X+a
Z=Y+b

ou a,b € R. La covariance entre W et Z s’exprime alors :

cov(W,Z) =

La covariance est donc invariante sous translation :

cov(X +a,Y +b)=cov(X,Y)
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121.10 Variance d’une combinaison linéaire
Nous utilisons la notation :

Xo=X —E[X]

pour toute variable aléatoire X. Cette variables aléatoire X, a la propriété d’avoir une espérance
nulle car :

E[X) =E[X ~E[X]] =E[X] - E[X] =0

La variance d’une telle variable peut s’écrire :

var (Xo) = E [X5] — E[X,]* = E [X7]

Quant a la covariance, elle s’écrit :

cov (Xo, ¥p) = E[Xo Yo] — E[Xo] E[Yo] = E[Xo Yo

Soit les réels a, b. Par linéarité de I'espérance, on a :

Ela X+bY]=aE[X]+bE[Y]

La variance de la combinaison linéaire ¢ X + b Y s’écrit :

var(a X +0Y) = E[(a X+bY —E[a X +bY])?
— Ef(aX+bY —aE[X]-bE[Y])?]
E [(a Xo+b Y,)?]

En développant, on arrive & :

var(a X +bY) = E[a® X{+2ab Xy Y+ b Y]
@’ E[X3] +2abE[X, Y] + b E[Y7]

et donc :

var (a X +bY) = a® var (Xo) + 2 a b cov (Xg, Yp) + b° var (Yp)

L’invariance sous translation nous permet alors d’écrire :

var (@ X +bY) =a® var (X) +2 a b cov (X,Y) + b* var (V)

121.11 Produit scalaire

Nous allons voir que la covariance est un produit scalaire. Nous utilisons la notation :

Xo=X —E[X]

pour toute variable aléatoire X. Cette variables aléatoire Xy a la propriété d’avoir une espérance
nulle car :

EX)=EX-E[X]|=E[X]-E[X]=0
On en déduit que :
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cov (Xo,Yo) = E[Xo Vo] — E[Xo] E[Yo] = E[X, Yo
La symétrie est vérifiée :

cov (Yo, Xo) = E[Yo - Xo] = E[Xj - Yo] = cov (X0, Yo)
En ce qui concerne le caractére défini positif, on a :

cov (Xo, Xo) =E [X]] >0
De plus, si Xy est tel que cov (Xo, Xg) =0, on a :

/Q X2 dP(w) = 0

ce qui entraine la nullité essentielle Xy =~ 0 sur €2.
Soit les réels a,b. On voit que la linéarité est bien respectée :

COV(Xo,a%+bZO> = E[XO (CLYE)+bZO)]
= CLE[XO}/E)]‘i‘bE[X()ZO]
a cov (Xo, Yy) + b cov (Xo, Zo)

Nous venons de montrer que la covariance est essentiellement un produit scalaire pour toute
variable aléatoires a espérance nulles Xy, Yy. Comme la covariance est invariante sous translation, on
voit que :

cov (X,Y) = cov (X, Yp)

est également un produit scalaire pour toutes variables aléatoires X, Y.

121.11.1 Cauchy-Schwartz

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz a ce produit scalaire, on obtient :

cov (X, Y)? < cov (X, X) cov(V,Y) = var (X) var (V)

ol, en prenant la racine :

cov (X,Y) < y/var (X) var (Y)

121.12 Probabilité conditionnelle

On définit une nouvelle famille de probabilités :
P[AN B|
P[B]

ou A, B sont des sous-ensembles quelconque de €2, et ou B est tel que :

P[A[B] =

Comme BNB=B,ona:
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On est donc certain qu'un événement de B va se produire. En fait, pour tout ensemble C' tel que
BCC,onaCNB=PBet:

P[C|B] =1
On déduit de l'inégalité :
P[AN B] <P[B]
que :

P[A|B] < 1

D’un autre coté, comme P[B] <1, on a :

P[A|B] >P[ANB] >0

L’additivité est également satisfaite :

P|U;A;|B] =

pour toute famille de A; disjoints deux a deux. Les fonctions :

Pp[A] = P[A|B]

forment donc bien une famille de probabilités. On dit que P [A|B] est la probabilité conditionnelle
de A sachant B.
Lorsque B = €2, on retrouve d’ailleurs :

P[A|Q] = P[A]

Indépendance

On dit que deux ensembles d’événements A et B sont indépendants si :
P[A|B] = P[A]
c’est-a-dire si :
P[ANB]=P[A]-P[B]

Application

Une technique fréquemment employée pour évaluer P [A] est d'utiliser une partition By, ..., B, de
Q. Utilisant A = AU, on a alors :

P[A] =) P[AnB] =) P[AB] P[B]
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121.13 Espérance conditionnelle & un ensemble
Soit A C Q. On a vu que :

E[04] =P[A]

pour toute fonction indicatrice d’un sous-ensemble A de §2. Par analogie, on aimerait bien obtenir
une expression d’une espérance conditionnelle vérifiant :

E[64|B] = P[A]B]

pour un ensemble B C Q) donné vérifiant P [B] > 0.
Soit 1, ..., Qy une partition de ) et Z une variable aléatoire en escalier :

On voit que :

E[Z|B]
ZZ,- P[] B]
Or:
P[Q; N B]
On a donc :

E[Z|B] :ﬁZZ,-IP’[QiﬁB]

Considérons la nouvelle partition :

o7 =0;N(Q\ B)

Comme @ U ®; = €, on a clairement d4+ + 05— = dg, et on peut réexprimer Z comme :

= Z Z; 5¢,Z+ (w) + Z Zi 5@; (w)

L’expression de I’espérance conditionelle devient :

1 _
E[Z|B] = BB ZZ P [®; N B| +zi:zi P [®; N B|
Remarquons que par construction :

®FNB=3adf
o NB=10

Par conséquent, les termes en P [(I)i_ N B] s’annulent et on a :

E|[Z|B] = ZZ P [®]]
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Mais comme [ J, ®7 = B, les ®] forment une partition de B et on peut écrire cette expression
sous la forme intégrale :

E[Z|B] = %

Comme cette relation doit étre valable pour toute variable aléatoire en escalier Z, elle I'est éga-
lement pour une variable aléatoire quelconque X :

[ X dP

B [X|B) = £

Densité conditionnelle

Soient X, Y deux variables aléatoires. Un cas particulier important d’espérance conditionnelle est
celui ou :

By ={w:Y(w) =y}
On note alors :
E[X]Y =y] = E[X|B]
On remarque que :
(X,Y)(B,) = {(z,y) e R* :z € R}
Par conséquent, si il existe une fonction densité fxy associée a X,Y, on peut écrire :

X dP = / z fxy(z,y) de dy
(X,Y)(By)

By

= /x fxy(z,y) do
R

ainsi que :

/B - /R Fry(o,y) do

L’espérance conditionnelle s’écrit alors :

_ ez fxy(zy) de
fR fX,Y(x?y) dx

E XY =y

Donc, si on définit :

 fxy(z,y)
fX\Y(xay)* fRfX,Y(l'ﬂU) dr

on a tout simplement :

E[X|Y =y] = /Rx xpy(x,y) do
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121.14 Espérance conditionnelle a une tribu

Tribu et espace fonctionnel

Soit I' C PB(€2) une collection de sous-ensembles de €2 formant une tribu sur © (voir section ?7),
et F(I') I'ensemble des variables aléatoires W telles que :

AW)CT
ot A(W) est la collection induite par W.

Minimisation

L’espérance conditionnelle est construite comme le meilleur estimateur au sens des moindres
carrés d'une variable aléatoire X sur F(I'). Soit la fonctionnelle I : F(I') — R représentant 'erreur :

12) = [ [2() - X@)* P
Q
Nous allons minimiser / sur F(I'). Pour ce faire, on utilise la technique du calcul variationnel
(voir chapitre 103). On commence par définir :
Jwe)=1(Z"+eW) = /(Z* +eW — X)? dP
Q
ou la variable aléatoire Z* est 'optimum recherché, et on W € F(I'), € € R. La dérivée s’écrit :

dJw
de

Comme celle-ci doit s’annuler en ¢ =0, on a :

()—/2(Z*+eW—X)WdIP’:O

dJw
de

(0) = /QQ(Z* — X)W dP =0

/WZ* dP = /WX dP

équation qui doit étre vérifiée pour tout W € F(TI'

Autrement dit :

Unicité
Nous supposons dorénavant que F(I') est un espace vectoriel. Soient Z7, Z, € F(I') des variables
aléatoires qui minimisent tous deux la fonctionnelle 7. On a :

/W21 dIP’:/WZQd]P:/WXdIP
Q Q Q

pour tout W € F(I'). Donc :
/ W(Zy — Zy) dP = 0
Q
Mais comme Z; — Zy € F(I'), il suffit de considérer le cas W = Z; — Z; pour avoir :

/(Z1 - Z2)2 dP: 0
Q

On en conclut que Z; = Z5 presque partout sur €. L’espérance conditionnelle est donc unique
pour X et I' donnés.
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Définition
Forts de ces résultats, on définit I’espérance de X conditionnellement & la tribu I' comme étant :

E [X|T] = arg min /[Z—X]2 dP
7eF(T) Jq

On a donc :

/WIE[X|F] dIP’:/WXdIP’
Q Q

pour tout W e F(I).

Fonctions indicatrices
Soit un ensemble ® € I'. Les propriétés de I nous disent que Q2 \ ® € I". Donc :

et dp € F(I'). On en déduit que :

/&DIE[X]F] dIP’:/(Sq)Xd]P’
Q Q

c’est-a-dire :

/E[X|F] dIP:/XdIP
@ @
pour tout ¢ € I'.

Comme €2 € ', on a en particulier :
/IE[X]F] dIP’:/X dP
Q Q
c’est-a-dire :
EE[X|T]] = E[X]

Variable aléatoire dans ’espace fonctionnel

Une conséquence directe de la définition de I'espérance conditionnelle est que si Z € F(I'), on a :

/ (Z— 27 dP=0
Q
Par conséquent, Z minimise la fonctionnelle :
I(Y) :/(Y—Z)2 dP >0
Q
sur F(I') et :

E[Z|l| =2
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Tour

Soit la tribu A C I" et X une variable aléatoire et W € F(A). On a :

AW)CACT

Par conséquent W € F(I') et les équations suivantes sont vérifiées :
/WE[X|A] dIP’:/WXdIP’
Q Q
/WIE[X]F] dIP’:/WXdIP’
Q Q
On en déduit que :
/WE[X|A] dIP’:/W]E[X|F] dp
Q Q

Comme cette derniére équation est valable pour tout W € F(A), on en déduit que E [X|A] est
le meilleur estimateur de E [X|I'] sur F(A). Ce qui revient a dire que :

E[E[X|TT[A] = E[X]|A]

Couple de variables aléatoires

Etant donné deux variables aléatoires X,Y, on définit :

E[XY]=E[X|AY)]
Comme I' = A(Y'), l'espace F(I') est 'ensemble des variables aléatoires W telles que :

A(W) C AY)

121.15 Ensemble discret

Nous allons & présent considérer le cas particulier ot ’ensemble des événements peut s’écrire
comme :

Q:{wi:iEN}

Nous notons p; les probabilités associées aux singletons :

pi = P [{wi}]

Etant donnée une variable aléatoire X, on note :

;= X(w;)

L’espérance d’'une telle variable s’écrit simplement :

E[X] :Z% Di



Chapitre 122

Statistiques

122.0.1 Indépendance

On dit que les variables aléatoires X, X, ..., X sont indépendantes si :

HXZ»] = HE[XA

E

On en déduit que :

(¢{0)% (XZ, XJ) = var (Xz) 5@']'

et donc :

var (Z Xi) = Zvar (X;)

122.1 Echantillons

Nous nous intéressons dans la suite de ce chapitre a des échantillons de N variables aléatoires
indépendantes X7, ..., Xy telles que :

ElXi]=n
(¢{0)% (XZ,X]) =0 52’3’

122.2 L’inégalité de Markov

Soit une variable aléatoire X. On définit la variable associée :

v — a> si|X—-bl>a
10 s [X—b<a

Comme :

Y < (X —b)?
onaE[Y] <E[(X —b)?|. D'un autre coté :

E[Y]=a® P[|X —b| > ]

Rassemblant ces deux résultats, on obtient la propriété :
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PIX ~ 8] > a < - B[(X ~ 1)

connue sous le nom d’inégalité de Markov.
Le cas particulier b = E [X] nous donne :

P(X —E[X]| > d <~ var(X)

a

122.3 La loi des grands nombres

Soit la moyenne :

|
:NZ

1
EMy]=5 Np=p

L’indépendance entre les variables nous ameéne a :

var (My) = —var (ZX)

et donc :

N

o

var (My) = N

Soit a > 0. L’inégalité de Markov nous dit que :

2

PlIMy — 2 d <

Soit & présent € > 0. Si on veut :

o
IP’[|MN—,u]Za]§m < €

il suffit de choisir :

On en conclut que :

N—+o0
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122.4 Fréquence et probabilité

Appliquons la loi des grands nombres & la fonction indicatrice d 4. On a alors X; = 1 lorsque
w e Aet X; =0 lorsque w ¢ A. La moyenne s’écrit donc :

ou n(A) est le nombre de X; valant 1, autrement dit le nombre d’événements w appartenant a A.
Comme :

w=E[54] = P[A

on en déduit que la fréquence n(A)/N converge vers la probabilité de A :

122.5 Estimateurs non biaisés
Soit une fonction G : R — R :

G: (Xl, ...,XN) — G(Xl, ...,XN)

On dit que G : R™ — R est un estimateur non biaisé de G si :

E [G} —E[G]

122.6 Estimation des espérance et des variances

Soit :

N
1
MN(Xla e XN) = N Z Xz
i=1
La loi des grands nombres nous dit que :
E[My] =p

La moyenne My est donc un estimateur non biaisé de 'espérance pu.
Soit les variables & espérances nulles :

Xi=Xi—n
My =My —p
On obtient directement :
My =YX
On voit également que :

Xi—MN:XZ‘—M—i‘M—MN:XZ-*—M;/

Donc :
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E|> (Xi—My)*| =E

7

)

S (e MW]

En développant, on obtient successivement :

E X = 2E | My Y X7 | +E[(My)?]

= DE[(X)] -2 N E[(M3)] +E [(M7)’]

Z(Xi—MNf] = E

i

Mais comme :

var (My) = E [(My)*] = 5
E [(Xz*)z} = var (X;) = o?

I’expression devient :

E

Z(Xi—MN)Ql =(N—-2+1)o*=(N-1)0?

(2

On en conclut que :

1 N

8= —— X; — My)?
. ;< V)
est un estimateur non biaisé de la variance :
E[5] = o?

122.7 Maximum de vraisemblance

Il s’agit de trouver les paramétres 0 (espérance, variance, ...) qui maximisent la vraisemblance :
vi) =[P [{w L X (W) = 2:}]0 = é]
Notons que cela revient & maximiser :
N N
lnHIP’ [{w c Xi(w) =2, }|0 = 9] = Zln]P’ [{w c Xi(w) =230 =16
i=1 =1

ce qui est souvent plus facile.
En pratique, lorsque la fonction de densité fy est connue, on maximise :

o(0) = Zln fo(z;)

en imposant :
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122.8 Echantillon de densité donnée

Il s’agit d’un algorithme permettant de générer N nombres aléatoires :

{ZL‘l, ...,Z'N}

suivant la densité f. Soit € > 0 une erreur maximale et [a, b] tel que :

/abf(a:)darzl—e

Soit :
M= sup f(x)
z€[a,b]
et la génératrice :
rand(a, b)

qui renvoie des variables aléatoires de densité uniforme sur [a, b].
On part de Ay = (. A chaque itération, on génére deux nombres de densités uniformes :

x = rand(a, b)
y = rand(0, M)

Afin de modifier cette densité, on n’ajoute = a la liste déja obtenue :

Ai = Ai,1 U {33'}

que si y < f(z). Autrement, on ne fait rien et on passe a l'itération suivante.
La comparaison de y et de f(x) sert donc de filtre a ’algorithme.
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Chapitre 123

Calcul stochastique

123.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est une fonction :

X :[0,400) x Q= R, (t,w)+— X(t,w)

On sous-entend souvent ’événement w, et on note X (t) = X (t,w).

123.2 Intégrale d’Ito

Il s’agit d’une intégrale utilisant un processus stochastique X comme mesure :

f(t)Z/O f(s) dX(s) Z}SLI%Zf(tk)(X(tm)—X(tk))

123.3 Variation quadratique

Soit 6 > Oetles N tempsty=k-douk=0,..., [%} On définit la variation quadratique d’une
fonction f :

() =lm > (f(tesr) = f(tr))”

6—0

Si la dérivée de f existe, la variation quadratique s’annule car :

2 o df 1o
(f(tey1) = f(tr))" =0 %(tk)

Comme 6% — § ds, on a :

() (T) = hma/oT (j—{<s>)2ds o

6—0

123.4 Variation conjointe

Considérons maintenant deux processus stochastiques X, Y. Nous définissons la variation conjointe
(X,Y):

XYY (T) = 1 S (X (1) — X () (Y (trr) — V(1))
Dans le cas ou les dérivées de X et de Y existent, on a évidemment : (X,Y) = 0.

767
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Pour une fonction f : R? — R quelconque, nous avons :

df(X,Y) = f(X+ dX,)Y +4dY) — f(X,Y)

Dans le cas particulier ou f(X,Y) = X - Y, cette expression se réduit a :
dX-Y) = (X+dX)- (Y+dY)—- XY
= dX - Y+ X-dY + dX -dY

Mais comme :

<X,Y)(t):/0t dX - dy

on a en définitive :

X®Y(t) — X(0)Y(0) = /0 d(XY)(s)

_ / X(s) dY (s) + / Y(s) dX (s) + (X, Y) (1)
0 0
123.5 Relations variations quadratiques - conjointes

La définition nous donne directement :
(X) = (X, X)
On peut aussi vérifier que :
(X+Y)P - (X-Y)P=4XY

d’ott I'on déduit :

(X,¥) = (X +7) (X = V)

123.6 Variation d’ordre quelconque

Soit § > 0 et les temps ¢ = kd ot k =0, ..., [£]. On définit la variation d’ordre n d’une fonction

f:
(H™(T) =lim » (f(trsr) = f ()"

123.7 Calcul d’'Ito

Soit une fonction F : R® — R et N processus stochastiques X; dont les variations d’ordre n > 3
s’annulent. Soit X = (X7, ..., X). On peut écrire le développement en série de Taylor d’ordre 2 :
oOF 1 AT O*F

FXHA) = FX) ~ 55 (A4 58 55ax

(X)A

En faisant tendre A — 0, on obtient :
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_OF ; O°F
dF_a—XdX+ AXT e

On a donc la formule de Ito pour une fonction f: R" — R :

dX

OF 1 OPF

dF == i -
ox, M2 2 9x0X,

dX; dX;
Ce qui nous permet d’évaluer une variation de F’ :

FX()) -

—Z [ e X 4 X} 9

123.7.1 Deérivées ordinaires

Dans le cas d’une seule variable, on a :

dF 1 d*F
dF = ﬁ dX + §W dX dX

Ce qui nous permet d’évaluer une variation de F' :

FX ) = FX(0) = 3 [ 45X ax(s)+
1 [t dPF
5 | S o

123.8 Mouvement Brownien
Un mouvement brownien est un processus stochastique :

B:[0,400) x Q— R, (t,w)+— B(t,w)

continu par rapport a ¢ :
B, :t+— B(t,w) € Cont([0, +00))
De plus, si on définit :
B::w— B(t,w)
on a la propriété d’indépendance des variations temporelles :

cov (Bu - Bt, Bt - Bs) =0

pour tout s < t < wu positifs. On demande aussi qu’une variation B; — B, suive une loi normale
d’espérance nulle et de variance t — s :

E[Bt—BS}:O
var (B, — Bs) =t —s
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Variation quadratique

Si les mouvements browniens sont continus, ils ne sont pas dérivables. Comme les variations sont
normalement distribuées avec une moyenne nulle et une variance ¢ — s, on en déduit (en utilisant par
exemple le moment générateur des densités normales) :

E[(B —B)*] =t—s
var (B, — By)?) =2 (t — s)°

La variation quadratique des mouvement browniens peut s’écrire :

(Bo) (T) =lim (B, (tes1) — Bu(ti))*

6—0

Lorsque 6 — 0, on a N — 400 et la loi des grands nombres nous dit que chaque terme de la
somme de droite converge vers la variance 0. Comme on a N termes, on obtient :

> Bu(tisr) = Bu(ty) > N6 =T
k
On a donc :

(Bo) (T) =T

Ce que 'on note symboliquement sous forme différentielle par :

dB(t) - dB(t) = dt

Variations d’ordre quelconque

Les variations (B)" d’un mouvement brownien s’annulent pour n > 3.

Multidimensionnel

Nous définissons un mouvement Brownien de dimension n comme une collection de n mouvements
Browniens B; indépendants et vérifiant :

(Bi, Bj) (t) = 05

)

-t

Calul d’Ito

Dans le cas de N mouvement browniens B;, les équations d’'Ito deviennent :

OF 1 PF
dF = aTdB 0X:0X,

2%

Mais comme dB;dB; = d (B;, Bj> =4;; dt,on a:

dB; dB;

dF = Z dB 1 rF dt
0X,0X;

Ce qui nous permet d’évaluer une variation de F' :
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Dérivée ordinaire

Le cas particulier unidimensionnel nous donne :

dF 1 d*F
dF(B) = d—X(B) dB + §ﬁ(B) dB - dB
Mais comme :
d(B) =dB-dB =dt
on a :
dF 1d?’F
dF(B) = E(B) dB + §W(B> dt

et :

3 1/td2F
2

F(B(t)) - F(B(0)) = / e (BN dBs) + 5 | T (B() ds

AFAIRE : PROCESSUS DE POISSON
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